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On a Finite Group with a Partition 


By 


Micuto Suzuxr?) , 


1. A partition of a group Gis a collection {U;} of subgroups U; of @ such that every 
element + 1 of G is contained in one and only one subgroup in the collection {U;}. A 
partition {U;} is called non-trivial if U; + @ for all 7. In this paper we will determine 


__ the structure of non-solvable groups of finite order which admit non-trivial partitions. 


The totality of linear fractional transformations 


1 2k +8 


— puto 

over a finite field F of q elements forms a group L(q). If {U;} is the totality of maximal 
cyclic subgroups of L(q), the collection {U;} is a partition of L(q). The group L(q) 
contains the group L’(q), consisting of transformations with determinant «6 — By = 
= 1, as a normal subgroup of index one or two according as ¢ is even or not. The 
group L’ (q) admits a partition {V;} defined by Vi; = U; A L’ (q), and is a non-abelian 
simple group if g = 4. These linear fractional groups L(q) and L’(q) for g = 4 provide 
classical examples of non-solvable groups with non-trivial partitions. Elsewhere the 
author [14] defined a family of simple groups G'(q). It is not difficult to prove (cf. [16]) 
that the family {W;} consisting of the maximal cyclic subgroups of odd order and the 
Sylow 2-groups of G(q) is a partition of G(q). The main result of this paper is that 
there is no other semi-simple group with a non-trivial partition. 

Throughout this paper we utilize the ideas of Barr [1]. We shall collect a few 
necessary remarks and lemmas in the second section of this paper. Although much 
can be taken directly from Bazr [1], we include also a discussion on the structure of 
centralizers of elements in a group with a non-trivial partition (section 3). The Burn- 
side problem on the order of non-solvable groups with a non-trivial partition comes 
next and it is solved with the aid of character theory (section 4). In the final section 
we will prove our main theorem, using group-theoretical characterizations of the 
groups L(q) and G(q) (see [5] and [15]). 

In this paper we consider only groups of finite order. For a subset X of a group G, 
Cg(X) denotes the centralizer of X in G. The normalizer of X in G is denoted by 
N@g(X). If it is clear from context which group is involved we may use the simplified 
notation C(X) or V(X). 


1) This paper was sponsored by the United States Air Force under Contract No. AF 49(638)-858 
monitored by the AF Office of Scientific Research of the Air Research and Development Command. 
This investigation was also supported by the National Science Foundation. 
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2. Let @ be a group with a partition {U;}. Each group U; in the partition is called 
a component of this partition, By definition 


Uin Ups {1} if t+), 
If H is a subgroup of G, the family of subgroups V; of H defined by 
Vy= UN 


is a partition of H. The partition {V;} of H defined above is called the induced 
partition. The induced partition is non-trivial if and only if H is contained in no 
component of the partition {U;}. 

If {W,} is a second partition of the group G, then the totality of intersections 
U; Wy isa partition of G. In general a partition {W,} is said to be a refinement of 
another partition {U;} if every component W, of the first partition is contained in a 
component of the second. A partition {W;} is a trivial refinement of {U;} if for every k 
the group W;, is either the trivial group consisting of the identity only or Wy = U; 
for some i. If a partition {W,} admits no non-trivial refinement, then the partition 
{Wy} is called minimal. A normal partition {W;} is a partition such that all the con- 
jugate subgroups 2-1! Wya of a component W; are again components of {W;}. 


Lemma 1. Any partition has a refinement which is normal. 


In fact a given partition can be refined to a minimal partition {U;}. We will show 
that {U;} is a normal partition. If x € G, the family of groups «~! U;x forms a partition 
of G and so do the intersections x! Ujx M U;. Since {U;} is minimal, 1 Ujx M U; is 
either the trivial group or equal to U;. Hence for all 7 and x € G, 2-1 U;x contains a 
component U;. Similarly «U;2~1 contains a component Ux. But then we have 


U; S *Uj;¢-1 AY Uiee 
This implies that 1 = & and 21 U;2 coincides with Uj. 


Lemma 2. If a non-trivial partition {U;} is normal the normalizer N(U;) of each 
component U; is different from U;, unless G is a Frobenius group. 


This is proved by using a famous theorem of Frobenius. In the rest of this paper we 
exclude the case of Frobenius groups, so that we may assume that the normalizer of 
each component is actually larger than the component itself. 


Lemma 3. If N (Ui) + U; for a component of a partition, then U; is nilpotent. 


If for U = U; we have N(U) + U, U is contained in a group H such that H C N(U) 
and the index [H: U] = p is a prime number. Then H + U and H admits a non- 
trivial partition which has U as one of its components. If 2 e H — U, x is contained 
in a component V. Since H is generated by U and x, we have U V = H. On the other 
hand Um V = {1} as both U and V are components. Hence by an isomorphism 
theorem V is isomorphic to H/U. This implies that x is of order p. Since this is true for 
any element « ¢ H — U, U isan H»y-group in the sense of HuGHES-THOMPSON [10] or 
U is a p-group. By a theorem of Knext [11] U is nilpotent in any case. 


; 
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3. By Lemmas 2 and 3 we may focus our attention on a group with a nilpotent 
partition, that is a group with a partition all components of which are nilpotent. 
- Baszr [1] obtained the following result. Let @ be a group containing a nilpotent normal 


| ~ subgroup + 1. If G admits a nilpotent partition, then G@ is solvable. In this paper we 
- shall need various refinements of this theorem of BAER. 


| 


We will always assume that G admits a nilpotent partition which is at the same 


_ time normal. Let N denote the maximal nilpotent normal subgroup of G. First of all 
- suppose that the order of N is divisible by at least two distinct prime numbers. Then 
_ N is contained in a component U of the given normal partition. This component U is 


_ normal and hence coincides with NV. If no element +1 of N commutes with any ele- 


ment of G — N, Gis a Frobenius group and J is its Frobenius kernel. Hence N is a 
Hall subgroup of G. Suppose that an element + 1 of NV commutes with an element of 
G — N. We have this situation when the centralizer Cg(x) of an element a is not 


nilpotent. 


Lemma 4. Let G be a group with a normal nilpotent partition. If the centralizer 
Cq(x) = H of an element x + 1 is not nilpotent, then the component U containing x satis- 
fies the following conditions : 

(i) @V=UAQH, Visa normal subgroup of a prime index p in H, 

(ii) [U: V] 12s a power of p, 

(ii) Ne(U) = 
and 

(iv) «ef ye H — V, Cy(y) ts a p-group of exponent p. 


Proof. Since H is not nilpotent, H admits a non-trivial nilpotent partition ‘}’ 
induced by the given normal partition ‘8 of G. Since $8 is normal, $8’ is also normal. 
Let V be the component of $8’ containing x. Since ‘8’ is normal, V is a normal sub- 
group of H. Since ZH is not nilpotent, H is not a group of prime power order. Hence 
there is an element z commuting with x such that the order of z is divisible by at least 
two distinct prime numbers. Hence V is not a group of prime power order. By a 
theorem of Barr [1] V is a normal subgroup of prime index in H. Let p = [H: V]. 
The method used in Lemma 8 yields that if y ¢ H — JV, then y is of order p. Hence if 
w eV commutes with y, then 


WP = wPyP = (wy)? ==], 


This means that Cy(y) is a p-group of exponent p. In particular the element 2 is of 
order p. By definition V is contained in a component U of J and V = HO U. If U' 
is the p-complement of U, U’ is contained in C(x) because ? = 1. Hence V contains 
U’, which implies that the index [U: V] is a power of p. Apply Baur’s theorem to 
Ng(U). Ne(U) contains H. This means that U is a maximal subgroup of Ng(U). 
Hence Ng(U) = UH. 

If the maximal nilpotent normal subgroup N of G is a p-group different from {1}, 
then the structure of G is more complicated. In this case NV may be a Sylow p-group. 
But then G is either a Frobenius group or a p-group. This is proved by the following 
argument. We want to prove that if NV is a p-group G has no element of order pq 


16* 
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where q is a prime number + p. A Sylow p-group S of G contains N. Suppose that U 
is a component of a normal nilpotent partition of G such that U AS + {1} and the 
p-component V of U is also not trivial. N contains an element x + 1 of the center of S. 
This element normalizes U M S + {1}. Hence « normalizes U. Since U is nilpotent, x 
normalizes V. But then {V,2} 0 N = {x} and {V, z} is a direct product of V and: 
{x}. Hence « is contained in the component U. Any element of NV normalizes U. Hence 
by the same argument we conclude that N C U. This is impossible. 

We assume again that the maximal nilpotent normal subgroup N of G is a p-group 
+ {1}. Assume moreover that G is neither a Frobenius group nor a p-group. Then the 
given normal partition of @ is simple (in the sense of [1]); otherwise G would contain 
a nilpotent normal subgroup K of prime index (cf. Bar [1] Satz 5.1), and G would be 
either a Frobenius group or a p-group. Baur [2] proved that the group G is then iso- 
morphic to the symmetric group of degree 4. 


4. The purpose of this section is to prove the following theorem. 


Theorem 1. Let G be a group with a normal nilpotent partition. If G is not solvable, 
the order of Gis even. 


If all the centralizers of elements +1 of @ are nilpotent, then this theorem is a 
consequence of the result of [7]. Assume therefore that for some element x + 1 of G, 
C(x) is not nilpotent. Furthermore, we assume that the order of G is odd and that @ 
contains no proper normal subgroup of prime index. Our purpose is to get a contra- 
diction out of these assumptions. Arguments are divided into several stages. 

If the centralizer C(x) of an element x +1 is not nilpotent, then z is of a prime 
order p by Lemma 4. Consider all the elements 2 + 1 of G such that x? = 1 and C(z) 
is not nilpotent. Among them choose one, call it 2, such that the order of C(x) is di- 
visible by the largest possible power of p. Put H = C(x), and let P denote a Sylow p- 
group of H. By Lemma 4, the component U in the given normal partition containing 
a satisfies the conditions that, if V = U © H, V is a normal subgroup of H of index p 
and [U : V] is a power of p. Furthermore we have Ng(U) = UH. 


Lemma 5. In the above notation U is contained in H. 


Proof. P is contained in a Sylow p-group P’ of N(U). Since [N(U): U] = p, 
P’ © U contains a central element y + 1 of P’. Then C(y) contains N(U) and is at 
nilpotent. By definition the order of P is not smaller than the order of a Sylow p-gro.p 
of C(y). Hence P = P’. Since [U : V] is a power of p we conclude that U = VCH. 

We have two cases to consider according as P is a Sylow p-group of G or ot. 
Assume that P is a Sylow p-group of @. We have the following lemmas. 


Lemma 6. In this case we have Nq(P) = P unless P is an elementary abelian group 
of order p?. 


Proof. For any element y of order p in P — U, Cy(y) isa p-group of exponent p 
by Lemma 4. Hence we have Ny(P) = P. This means that No(P) OPS Pals 
No(P) + P, there is an element ¢ which normalizes P but does not normalize U. Since 


— 
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_ the given partition is normal, UM t-1Ut = {1}. Then both PA U and PntUt 
_ are maximal subgroups of P, and 


EOE OCP ey SEU t) ee: {1 


_ From the property of p-groups we conclude that P is an elementary abelian group of 


order p?. 


Lemma 7. G is p-normal. 


Proof. By way of contradiction suppose that @ is not p-normal. Then there is a 
Sylow p-group 7' of G which contains the center Z of P as a non-normal subgroup. We 
may assume that 7’ is so chosen that D = T A H is of maximal possible order. D is 
contained in a Sylow p-group P’ of H. Since H contains a normal p-complement, P’ 
contains Z as a normal subgroup. The order of D is at least p2. Since Np(D) + D, 
there is an element which normalizes D but does not normalize U. As before the order 
of D is p?. The elements of Ng (D) induce linear transformations of D, considered as a 
vector space over the field of p elements. P’ contains an element which induces the 
linear transformation represented by 


ieee 


The group 7' contains an element inducing the transformation which is represented by 
the transposed matrix of 2. These two elements generate a subgroup of G with a 
homomorphism onto SL(2, p) (cf. [6]). This is impossible since the order of G is odd. 


Lemma 8. If P is a Sylow p-group of G, then P is an elementary abelian group of 
order p*. 


Proof. By way of contradiction suppose that P is of order = p?. Then by Lemma 6 
Ne@(P) = P. Let Z be the center of P. If Z is not contained in U, then P is a p-group 
of exponent p by Lemma 4. By a theorem of Wi1ELANDT [17] the factor commutator 
p-subgroups of G and Ng(P) are isomorphic. This is not the case since Ng(P) = P, 
and G has no normal subgroup of index p. If Z is contained in U, Ng(Z) is a part of H. 
By Lemma 7 we can apply Grin’s theorem [9] to get a contradiction. 

We consider the second case when P is not a Sylow p-group of G. Let S be a Sylow 
p-group of G containing P. 


Lemma 9. The group P is an elementary abelian group of order p? and S ts a p-group 
of maximal class. 


Proof. By a property of p-groups, Ns(P) contains P as a proper subgroup. Hence 
there is an element which normalizes P but does not normalize U. As before P is an 
elementary abelian group of order p?. If + 1 is an element of PO U, Cs(x) = P. 
Since P is of order p2, S is a p-group of maximal class. 

For the definition of p-groups of maximal class and their properties see a paper by 
BLACKBURN [3]. From Lemma 9 and from the choice of # we see that if C¢(u) is not 
nilpotent for an element u + 1 of order p then a Sylow p-group of C@(u) is of order p?. 


q 
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Lemma 10, If D is a maximal intersection of Sylow p-groups, then D is a cyclic 
group of order p and for a generator z of D, Cq(z) is not nilpotent. 


Proof. Consider the normalizer N = Ng(D) of D. Since D is a proper nilpotent 
normal subgroup of NV, N is a solvable group by results of Baur [1, 2]. Since we are 
dealing with a group of odd order, N is not isomorphic to the symmetric group of 
degree 4. By a remark at the end of section 3 the partition induced in N is not simple. 
Again by a theorem of Bamr [1] N contains a normal nilpotent subgroup of index p. 
Then there is an element z + 1 of order p such that N = C¢(z). By definition N is not 
nilpotent. It follows that a Sylow p-group of Cg(z) is of order p*. Hence the order of 
the maximal normal p-subgroup of N is p. This implies that the element z belongs to D. 


Lemma 11. G@ is p-normal. The normalizer Ng(S) is strictly larger than S. 


Proof. If @ is not p-normal, there is an intersection of Sylow p-groups which is not 
cyclic. This is impossible by Lemma 10. Consider N¢(Z) for the center Z of S. Ng (Z) 
contains S. If S is not normal in Ng(Z), Z must be an intersection of Sylow p-groups. 
This is also impossible since the orders of non-nilpotent centralizers are not divisible 
by p3. Hence Ng (Z) coincides with Ng(S). By a theorem of GrUN N¢(Z) contains no 
normal subgroup of index p. Hence N¢(S) can not be S. 

We have proved so far that if S is a Sylow p-group of G, S is either an elementary 
abelian group of order p? or a p-group of maximal class. In what follows we shall treat 
both cases at the same time even though sometimes we may use separate arguments. 

One of our basic assumptions was the existence of an element x of order p such that 
C(x) is not nilpotent. We have shown that if P is a Sylow subgroup of C(x), then P is 
an elementary abelian group of order p? and P coincides with its normalizer in O(z). 
Let S be a Sylow p-group of G containing P. Put L = Ng (S). By Lemmas 8 and 11 
Lis different from 8. 


Lemma 12. Jf y + 1 7s an element of S, Cg(y) is either a p-group or not nilpotent. 


Proof. Suppose that C(y) is not a p-group but nilpotent. Then C(y) is contained in 
a component Y of the given normal partition. Let Y’ be the Sylow p-group and let Y’’ 
be the p-complement of Y. By assumption Y’ 5 y and Y” + {1}. Y’ is contained in a 
Sylow p-group S’ of G. If ¥’ = 8’, Cg(S’) + S’. Hence we have Cg(S) + S. This implies 
that Ce (x) A Cg(P) + P. This is not the case. Hence ¥’ + 8’. Then Y’ contains an 
element y’ of order p such that Cg¢(y’) contains Y as a proper subgroup. For such an 
element C¢(y’) is not nilpotent. Hence the order of Y’ is p. Then Y can not contain 
Ce(y). This contradiction proves the assertion. 


Lemma 13. The group L = Ng(S) is a Frobenius group. 


Proof. If Lis not a Frobenius group, there is an element y +1 of S such that C(y) 
is not a p-group. By Lemma 12 C(y) is not nilpotent. Hence by Lemma 4 a Sylow 
p-group of C'(y) coincides with its normalizer in C(y). Since L + S, a Sylow p-group of 
C(y) O Lis different from its normalizer. This contradiction proves Lemma 13. 

We will use the theory of characters to prove Theorem 1. Frrr and THompson [8] 
treated a similar case. In particular the case when the order of Sylow p-groups is p? 
is covered by their Theorem 2 of [8]. We shall use a similar technique in this paper. 
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Lemma 14. [f the centralizer O (y) of y + 1 of S is nilpotent, then O (y) is contained inS. 


Proof. By Lemma 12, C(y) is a p-group. Then Cy) is contained in a Sylow p-group 
T of G. Since y € S, the intersection S Q 7 is not trivial. If the order of S is p2, either | 
S = T orS ¢A Tis of order p. In the latter case C'(y) is not nilpotent. If the order of S 
is more than p?, we get the same conclusion by Lemma 10. 

Consider the elements +1 of S whose centralizers are not nilpotent. They are of 
order p. Let Pi, ..., P, be a complete system of representatives from each conjugate 
class of subgroups of order p such that the centralizers are not nilpotent. We may 
assume that P; CS. Put H; = O(P;). Hi contains a normal p-complement V; of 
order v;. The order of H; is then p?v;. From the structure of S (cf. [3]) it follows that 
P; is contained in a unique maximal subgroup S; of S and S; + S; if i +7. By definition 
v% is an integer >1 and not divisible by p. 


Lemma 15. Jo each non-linear irreducible character of H; we can associate an ex- 
ceptional character. 


The group P; V; is a nilpotent group. If a character 7 of P; V; is not a character of 
P; Vi/Vi, 7 has exactly p conjugate characters in H;. Hence the induced character 7* 
in H; is irreducible. Conversely, any non-linear character of H; is obtained in this way. 
Suppose {¢;} is the totality of non-linear irreducible characters of H;, then Lemma 15 
asserts that there exists an irreducible character y; of G corresponding to each ¢; 
such that 


(Dat)*=eday (e€=+1) 


whenever > aiCi(1) = 0. The assertion is proved as in [8]. 

In order to take care of p-singular elements with nilpotent centralizers we consider 
the characters of L. Since LZ is a Frobenius group an irreducible character of L is an 
induced character from S provided it is not a character of L/S. We prove the following 
lemma. 


Lemma 16. I} two eiements of S are conjugate in G, they are conjugate in L. 


Proof. If S is abelian, this is a lemma of BURNSIDE [6]. Assume that S is of maximal 
class and assume also that both x and y = t-12t are contained in S. Then SN t1Ste 
ey. Of course we may assume y + 1. If S = ¢-1 St, t belongs to L. If S +t18t, Sa 
AQ t-18t is of order p by Lemma 10. Then S N C(y) and t1St M C(y) are two Sylow 
p-groups of C'(y). Hence there is an element u of C(y) such that 


SOC (y) = u1t18tun Cy). 
Then S Q u-1¢-1 Stu is of order more than p. By Lemma 10, we have 
Sati Stu. 


Then tue Land y=u-lyw=u'letietu. 


Lemma 17. If C(y) is not nilpotent for an element y +1 of S, every non-linear 
character of S vanishes on y. 
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Proof. By assumption Cs(y) is of order p?. The orthogonality relation of group — 
characters implies 


p? => | ply)|? 


where summation is over all the irreducible characters of S. If y is linear, | p(y)| = 1. 
There are exactly p2 linear characters (cf. [3]). Hence non-linear characters contribute 
nothing in the above summation. 


Lemma 18. Let {gy} be the totality of characters of L which are induced by non-linear 
irreducible characters of S. Then we can define exceptional characters {D} associated 


with {p}. 


Proof. Let the degrees of non-linear irreducible characters of S be pl, ple, ... and 
plm where ly = 1<Igp<...< lm. An irreducible character of S of degree z > 1 in- 
duces an irreducible character of L whose degree is z/ where 1 = [L: S]. For each 2, 
suppose L has exactly n; characters of degree pi;l. If ny > 2 and 


k 
> mG > Qe for b= 172>2..3m Lh, 


i=1 


then we can associate exceptional characters (Theorem 1 of [8]). The group S has 
exactly n;/ characters of degree pl;. Let the order of S be p”. If n <4, m = 1 and 
n, = 2. This is sufficient in this case. If n > 4, S contains a normal subgroup of index 
p*. Then n, = (p? — 1)/1 = 2(p + 1), as 1 divides p — 1. We have 


pe =p? + 1p2> nul, or (p™2—1)l=> ul. 


Consider this equation reduced modulo J;,4;p. Then 


(l+p+-++4+ les) (p — Il => nil; (mod 1,417). 
Hence k ats 
L>nli +1 Sleup. 
We obtain therefore ae 


k 
Dmal 2 (Lp +--+ lest) (p — 1b > leat. 


The group L has exactly s = (p? — 1)/lirreducible characters 01, ... , 05 of degree l. 
They are induced from linear characters of S. Let 69 denote the character of the 
regular representation of L/S. We want to associate with the 6; irreducible characters 
©; (i = 1, 2,..., s) of G which have properties similar to the exceptional characters. 

Consider the difference « = 6; — 6; (6 9, 4.9 = 0, 1, ... , 8). Then e-isvarelass 
function defined on S. We extend this function to a function 6 on @ by defining 
B(w) = a(v) if the p-singular part of w is conjugate to an element v in S. By Lemma 16 
the function # is a well defined class function. We will prove that f is a generalized 
character of G. By a theorem of BRavER [4] it is necessary to check it for nilpotent 
subgroups. If a nilpotent subgroup N has order prime to p, 6|N = 0 and it is a 
generalized character. If N is of order p™, then we may assume that N is a subgroup 


j 
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of S. Then 6| N = 6;|N — 6;|N is a generalized character. If N is not a p-group, N 
contains a conjugate subgroup of P; (for some k) as its Sylow p-subgroup. Hence N 
may be considered as a subgroup of P, Vx. Since Py CS, «| Px is a generalized 
character of P;. Since Py V; = PX Vx, there is a generalized character & of PiVEl Vic 
such that «| P; = «| Pr. It is easy to see that 6|N = «| N. Hence f is a general- 

ized character of G. It is easy to compute the norm of f; it is 2 if i + 0 and j + 0; but 

if 7 = 0 it is 1 + 1. Hence there are irreducible characters 9;, ... , Os; of G such that 


O;, — 0; = &(0 — 9;) (e = +1). 
The right side of this equation is regarded as an extension on G. Similarly a generalized 
character Oo of G@ is defined by 
Oo — O; = (00 — 4H). 
Then we have 
(Oy) — 0;, OF — Ox) = 0 if t= 9, 0 +, 0,930 > 0. 
Hence d = (Oo, O;) is independent of 7. But we have 
d2(s—1)<1+41. 
This implies that d = 0. Hence 0p does not contain any 0; (j >0). It is easy to see 
that if « = 0; = 0;, 
a* = (0, — O;) + > ((%|Px)* = aj) 
i 


where x; is the generalized character of Py, V;,/Vx such that 
ox | a a.| 27% 


Then (a | Px)* — cB is a linear combination of exceptional characters associated with 
non-linear characters of H;. 


Lemma 19. Jf u is an element of G whose p-singular part is conjugate to an element v 
of S and if v is not contained in the commutator subgroup of S, then O;(u) = €9;(v) for 
t>0. 

Proof. We remark that 9 = @; is not an exceptional character defined in Lemmas 
15 and 18. Consider the restriction of 9 on S. Since Qo does not involve O; (7 > 0), 
we see that O|S — ¢6; contains each linear character, including the principal 
character, with the same multiplicity. Furthermore, @ is not exceptional so that the 
contribution of non-linear characters of S is of the form a> deg p-p. Hence if v is 
outside of the commutator subgroup of 8, we have O(v) = €6;(v). 

Consider the restriction of 9 on H;. Since @ is not exceptional, 


O|H, =p +a deg p- 


where y is a linear combination of linear characters of H;,, ais a rational number and 
the summation is over all the non-linear characters of Hy. Then on a p-singular ele- 
ment wu we obtain O(u) = p(u). If v is the p-singular part of w, then p(u) = y(v) = 
= O(v). Hence we obtain O(u) = ¢€6;(v). 
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Finally, we finish the long proof of Theorem 1 by obtaining a contradiction out of | 
the orthogonality relations. Compute the orthogonality relation for O = ©. If g is. 


‘the order of G, 
1 = (1/9) > |OW|? =d1+>2+ D8 


where > 4 is the summation over those elements of G whose p-singular part is con- 
jugate to elements of S outside of the commutator subgroup of S, de is the summa- 
tion over the conjugate subgroups of V1 and >; is the rest. >'1 is divided into sums 
a >A Bate x: where > (k > 0) is the sum over elements conjugate to an element 
of Py Vx and > ° is the rest. We have 

D* = (1/9) 2 |O|? = (1/9) (ip? ox)ox > |8/? (ke > 0) 


k—(} 
and 


One n] g|2 
>° = (ig) Gip ) 2h | 


where 7' is the set of elements of S which are outside of the commutator subgroup S’ 
and whose centralizers are not nilpotent. Hence 


D1 = (pn) >] 6|2 = 1 — Up?) 


=—§ 


@ takes a rational value on Vj since @ is not exceptional. Let w be an element of V3. 
Tf v= lis im Py; 
O(w) = O(vw) = +0(v) = 41 


modulo a prime divisor of p. Since 9 (w) is rational we obtain 

O(w) = +1 (mod p) or |O(w)| 21 —1. 
This is so because / is an odd divisor of p + 1. Hence 

D2 = (Ig) (er — 1) (gip®er) (0 = 1)? = @— 12 (r1 — 1) [pos 
Hence we get 
121 — (Up?) + (0 — 1)? (v1 —))/p? 01, 
U/(l — 1)? = (vy — 1)/r1. 
Since J is an odd integer > 1, we obtain J/(J — 1)2 < 3/4. Then 
30, 2 4(v; — 1) and 42> 1. 


The number v) is an odd integer more than 1. Hence v; = 3. Then p must be 2 con- 
trary to assumption. 


5. By Theorem 1 the order of a non-solvable group with a nilpotent partition is 
even. We will consider the structure of centralizers of involutions of such a group. By 
a D-group we shall mean an extension of an abelian group A by an involution ¢t such 
that 


t-lat=a-! forall aeA. 
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’ Lemma 20. Let G be a group of even order with a nilpotent partition. If the centralizer 
_ O(u) of an involution wu is not nilpotent, then C(u) is a D-group. Furthermore a Sylow 

2-group S of G is contained in O(u). The center of C(u) is an elementary abelian group 
and is contained in a component of the partition. Every maximal elementary abelian 


2 -group of C(u) contains the center of C(u) as a subgroup of index 2. 


Proof. By Lemma 4 the component U containing w satisfies the conditions (i)—(iv) 
in Lemma 4. Put H = O(u) and V = UN H.Ift ¢ H — JV, tis an involution by (iv). 
Hence for any v € V we have (tv)? = 1, i.e. vt = v-1. This implies that V is abelian. 
Therefore, by definition, H is a D-group. The center of H is the set of elements of V 
satisfying x? = 1. Let S be a Sylow 2-group of H. If S is not a Sylow 2-group of G, S 
is contained in a 2-group 7' as a proper normal subgroup. Then S contains a central 
element w + 1 of 7’. This element w is an involution and C(w) is not nilpotent. Then 
C(w) is a D-group. Hence any involution of V is contained in the center of C(w). This 
is not the case. Hence S is a Sylow 2-group of G. The rest of the assertion is easy to 
_ prove. 


- sy) 


Lemma 21. Let G be a group of even order with a nilpotent partition. Suppose that for 
an involution u the centralizer C(u) is not nilpotent and G does not contain a normal sub- 
group of index 2. If v is another involution v is conjugate to u. If w is an element of order 
>2 in C(u), then C(w) is contained in C(u). 


Proof. Let S be a Sylow 2-group of C(u). By Lemma 20 S is a Sylow 2-group of @. 
Put H = C(u). Then Z is a D-group and Ny(S) = S. If Ng(S) +S, then S is an 
elementary abelian group of order 4. In this case the first assertion is proved by using 
a theorem of BURNSIDE [6]. We assume that Ng(S) = 8S. 

We want to show that S is a dihedral group. If Z is the center of H, Z is an ele- 
mentary abelian 2-group. S is a dihedral group if and only if Z is cyclic. By way of 
contradiction suppose that the order of Z is more than 2. We take a conjugate sub- 
group Z’ of Z different from Z, which exists by assumption. Since Ng(S) = S, no two 
elements of Z are conjugate in G. Hence there are involutions wu and v such that wu € Z, 
veZ’' and wu is not conjugate to v. The subgroup {u, v} generated by wu and v is a 
dihedral group of order divisible by 4. Hence there is an involution w which commutes 
with both uw and vy. Then w € C(u) which implies that w centralizes Z. Since Z’ is con- 
jugate to Z and veEZ’, C(v) is not nilpotent either. Again weC(v) implies that 
we O(Z’). Therefore C(w) contains both Z and Z’. By Lemma 20 Z and Z’ are con- 
tained in some components of the given normal partition. If ZN Z’ + {1}, Z and Z’ 
are contained in the same component, which implies that Z = Z’. It follows then from 
the definition that 

VA he ea Be 


Without loss of generality we assume that w ¢ Z. Then the group P generated by Z 
and w is a maximal elementary abelian 2-group of G (cf. Lemma 20). If C(w) is nil- 
potent, P is contained in a Sylow 2-group 7’ of Cg(w). If R is a Sylow 2-group of G 
containing 7’, R is a D-group by Lemma 20. By definition T’ = Cr(w). Since C(w) is 

nilpotent, w is not contained in the center of R. If so, C(w) would be non-nilpotent. We 


~~ eo | 
q 
om 
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see easily that 7' is an elementary abelian group and hence 7’ = P = {Z, w}. Then Za 
is a subgroup of 7’. Hence we get a contradiction that ZO 2 x {1}. If C(w) is not. 
nilpotent, C(w) is a D-group. Hence again by Lemma 20 the maximal elementary 
abelian 2-group P contains the center Z’’ of C(w) as a subgroup of index 2. Then | 
ZZ" + {1}. This implies that Z = Z’’. This is impossible, since Z’’ contains w but Z 
does not. | 

By a theorem of Griin [9] we conclude that the involutions form a single class of 
conjugate elements. If not, G would contain a normal subgroup of index 2. The last 
assertion follows from Lemma 4 if one remarks that C(w) contains the component 
containing wu. 


Theorem 2. Let G be a non-solvable group with a nilpotent partition. If the centralizer 
of an involution is not nilpotent, Gis isomorphic with a linear fractional group (over a 
field of odd characteristic). 


A group theoretical characterization of linear groups given in [5] is not quite strong 
enough to cover the present case. However the argument of [5] can be applied to the 
present case with minor modifications. Technically we assume first that G contains 
no normal subgroup of index 2. Then by Lemma 21 the centralizer C(w) of an in- 
volution wu is a D-group whose Sylow 2-groups are dihedral and the centralizer of any 
element v of C(u) such that v2 + 1 is contained in C(u). Hence the arguments of [5] 
can be applied with slight changes. We conclude therefore G is isomorphic with L’ (q) 
in this case. In general let H denote the smallest normal subgroup of G such that 
[G: H] is a power of 2. If wu is an involution of H, a Sylow group S of Cg(u) is a di- 
hedral group as in Lemma 21. (Note that the first part of the proof of Lemma 21 does 
not use the assumption on the non-existence of normal subgroups of index 2.) S A H 
is a normal subgroup of S and it is a dihedral group by Lemma 21. Hence we have 
[S: SO H] = 2. This implies that [G: H] = 2. The group Z is isomorphic with L’ (q) 
for some q = 4. G is then represented as a doubly transitive group on the set of the 
subgroup of order q. It is easy to see that the only element of G leaving three distinct 
subgroups of order q fixed is the identity. By a theorem of ZASSENHAUS [18] G is iso- 
morphic to L(q) because Sylow 2-groups of G are dihedral. 


Theorem 3. Let G be a non-solvable group with a normal nilpotent partition. If the 
centralizer of any involution is nilpotent, then G is either L'(q) or one of the groups G(q) 
defined in [14]. 


Proof. Let S be a Sylow 2-group of G. Take an involution u of the center of S. Put 
H = C(u). By assumption H is.a nilpotent group of even order. 

Assume that H is a 2-group. Then from the choice of u, H is a Sylow 2-group of G. 
We shall prove that O(v) is a 2-group for any involution of S. If there are involutions 
for which the centralizers are not 2-groups, choose one involution, say v, such that 
C(v) is not a 2-group but its order is divisible by the largest possible power of 2. By 
assumption C(v) is nilpotent. Hence C(v) = V x W where V is the Sylow 2-group of 
C(v). By definition W + {1}. If V is not a Sylow 2-group of G, V is contained in a 
2-group U as a proper normal subgroup. Then V contains a central involution w of U. 
Since we V, w commutes with every element of W. Hence C(w) DU u W. Since 


1 
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U2 V, we get a contradiction to the maximality. Hence V is a Sylow 2-group of G. 

Then V is conjugate to S; S =¢t-1V¢t. This yields that S commutes with f-1Wt 
elementwise. Hence ¢~! Wt is contained in O(u) and H is not a 2-group. This contra- 
diction proves that G is a (CIT)-group in this case. 

The structure of semi-simple (CIT)-groups is known (ef. [15, 16]). Besides some 
linear fractional groups L’ (q) only the following groups are semi-simple (CIT)-groups: 

the groups G(q) defined in [14], a group of order 720 which is Mg in the notation of 
ZASSENHAUS [18], and LF(3,4). The group G(q) admits a partition described in 

section 1. The group LF(3, 4) does not admit a non-trivial partition. This is proved 
as follows. A maximal intersection of Sylow 2-groups is a group D of order 16 and the 
group N (D)/D is isomorphic to a simple group of order 60. Hence N (D) does not ad- 
mit a nilpotent partition by a theorem of Bakr [1, 2]. As for the group Mg, we know 
that a Sylow 2-group S of Mo is a group of order 16 which contains one dihedral group, 
one quaternion group and one cyclic group of order 8. If u is the central involution of 
S, the component U containing w would contain all elements of orders 4 and 8 of 8. 
Hence U would contain S. But there is an involution v + win S. A conjugate subgroup 
S’ +S contains v in its center. Hence U would contain S’ also. This proves that Mg 
does not admit a nilpotent partition. 

Suppose that H is not a 2-group. Then H is contained in a component U. Since U is 
nilpotent we conclude that H = U. The group H satisfies the following conditions: 
(i) H is nilpotent, (ii) if ¢ + 1 is in H, the element y satisfying y-!wy = x or x1 belongs 
to N¢(#) and (iii) if v is an involution of H, C(v) C H. Only the last condition needs a 
discussion. If v is an involution of H, C(v) is by assumption nilpotent but not a 2- 
group. Hence C(v) is contained in a component V of the given partition. Then H MN V5 
3 u +1. Since both H and V are components, this is possible only when H = V. By a 
theorem which gives a group theoretical characterization of (ZT)-groups (cf. [15]) @ 
is a (ZT)-group. Then H is a 2-group contrary to assumption. Here we actually need a 
generalization of a theorem of [15], which will be discussed elsewhere. 

Theorems 1, 2 and 3 determine the structure of non-solvable groups with a nil- 
potent partition. The pastition described in section | for each group is normal and it is 
minimal in each case. The groups L(q) and L’(qg) admit a partition consisting of cyclic 
groups. The author has considered in [13] a group with a cyclic partition. The results 
of the present paper prove his conjecture, namely the groups L’(q) (q = 4) are the 
only finite simple groups admitting a cyclic partition. 
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q Zur Struktur endlicher Gruppen mit nicht-trivialer Partition 2) 
- 

Von 

“ Orro H. Kneet und Gorpon EF. Wai 


» 
- 


_ In mehreren Arbeiten hat Barr kiirzlich endliche Gruppen mit nicht-trivialen 
Partitionen untersucht (vgl. [1], [2], [3]), das heiBt Gruppen G, die eine Uberdeckung 
a mit echten Untergruppen A; zulassen, derart, daB jedes Element g +1 von G@ in 
genau einem der A; enthalten ist. Eine solche Uberdeckung heiBt eine nicht-triviale 
Partition von G, die A; sind die Komponenten von a. Eine Partition der Gruppe G 
heiBt normal, wenn mit A; auch jede zu A; konjugierte Untergruppe A% von G eine 
Komponente von z ist. Besitzt G eine nicht-triviale Partition, so besitzt G auch eine 
nicht-triviale, normale Partition (vgl. [1], Beweis von Satz 4.7). 

Besitzt eine endliche Gruppe G eine nicht-triviale Partition, und ist das Produkt 
aller nilpotenten Normalteiler, die Fittingsche Untergruppe 3G von G, von 1 ver- 
schieden, so wei’ man recht genau tiber die Struktur von G Bescheid (vgl. [1], Ka- 

_pitel 4 und 5; [2]; oder die Zusammenfassung in [5], Satz 3). — Ist aber 3} G = 1, so 
ist G entweder nicht-abelsch einfach, oder G besitzt einen nicht-abelsch einfachen 
Normalteiler N vom Index [@: NV] = 2 (vgl. [3], Hauptsatz). Fiir diesen letzteren 
Fall konnte Basr in [3] recht weitgehende Angaben iiber die innere Struktur von @ 
machen: 


(B): Besitzt die endliche, nicht-einfache Gruppe G mit §G = 1 eine nicht-triviale 
Partition x, so besitzt G einen (nicht-abelschen) einfachen Normalteiler N mit |G: N] = 
= 2. Die 2-Sylowgruppen von G sind Diedergruppen, deren Ordnung mindestens 8 ist. 

Ist p eine ungerade Primzahl, so sind die p-Sylowgruppen von G abelsch, und fiir je zwer 
verschiedene p-Sylowgruppen P, P9 von G gilt PA PY = 1. — Ist die Partition x von G 
normal, so ist jede Komponente von x abelsch; Komponenten gerader Ordnung von x ent- 
halten genau eine Involution (Element der Ordnung 2) und haben in ihrem Normalisator 
den Index 2. 


In dieser Note soll durch ein Abzaéhlargument obiges Resultat verschairft werden 
zu folgendem 


Satz. Besitzt die endliche, nicht-einfache Gruppe G mit § G = 1 eine nicht-triviale 
Partition, so ist G ~ P GL (2, q), wo q eine ungerade Primzahlpotenz = 6 ist. 


Dieser Satz ergibt sich ebenfalls in einer Arbeit von Suzux1 [7], der zeigt, daB die 
einzigen endlichen einfachen Gruppen, die eine nicht-triviale Partition zulassen, die 


1) Diese Arbeit entstand im Friihjahr 1961, als beide Verfasser am gruppentheoretischen 
Seminar der University of Chicago teilnahmen. 
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§ 
neuen einfachen Gruppen von SuzuK1 [6] und die PS L (2, q) sind, wobei q eine Prim- 
zahlpotenz > 4 ist. Zum Beweise dieses Satzes benutzt Suzux1 tiefe charakter- 
theoretische Methoden. Wir glauben, unser Beweis ist auch fiir sich interessant, da wir 


auf elementarerem Wege durchkommen. 
Bezeichnungen und Ergebnisse iibernehmen wir aus [1] und [3]. 
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Wir betrachten nun eine nicht-triviale, normale Partition a der nicht-einfachen 
Gruppe @ mit § G = 1. Nach Bamr [3], Satz A.19,c und (B) k6énnen wir z so wahlen, 
daB fiir jede ungerade Primzahl p jede p-Sylowgruppe von @ in einer Komponente 
von z enthalten ist. 


Lemma 1. In G gibt es genau zwei Klassen konjugierter Involutionen. x besitat genau 
zwei Klassen von Komponenten gerader Ordnung (vgl. [3], C.16). 


Beweis. Sei D eine 2-Sylowgruppe von G. In D gibt es bekanntlich drei Klassen 
von Involutionen; also kann es in @ héchstens drei Klassen von Involutionen geben. 
Nun ist G nach [3], C.6 aber nicht 2-normal, das heiBt, eine nicht-zentrale Involution. 
von D ist in G zu der (einzigen) zentralen Involution von D konjugiert. Daher gibt es: 


also héchstens 2 Klassen von Involutionen in G. — Da D von Involutionen erzeugt 
wird, so gibt es Involutionen in D, die nicht in DM N enthalten sind. Daher gibt es: 
also mindestens 2 Klassen von Involutionen in G. — Die Aussage iiber die Kompo- 


nenten von z folgt aus der Normalitaét von z. 

Sei uw die zentrale Involution von D, v eine Involution von D, die nicht in DQ N 
liegt. Seien &, und 2 die Klassen der zu wu und v konjugierten Elemente von G. Es. 
reprasentieren die Komponenten X,, X2,..., Xs von a alle Klassen konjugierter’ 
Komponenten von z, und es gelte u € X;, v € X2; auBerdem sei die Numerierung der: 
X; so gewahlt, daB genau fiir die 1 < i < r die Ordnung des Normalisators Jt X; von. 
X; gerade ist. Fiir 7 = 3 sind die X; hallsch und daher die 9 X; Frobeniusgruppen (es. 
gibt mindestens 3 verschiedene Klassen von Komponenten von z, da @ sonst nach [1], 
Folgerung 6.14 eine Frobeniusgruppe wiire, was aber der Forderung § @ = 1 wider- 
spricht). Wir bezeichnen [t_X;: X;] = d(Xj). 

In G gibt es genau $0(G) (o(X1)-1 + 0(Xe)-1) Involutionen. 

Bezeichne 0(X;) nj die Anzahl der Involutionen von R;, die zwar in JtX;, aber’ 
nicht in X; enthalten sind. Da fiir 1 <i <r in NX; genau o(X,) Involutionen ent- 
halten sind, die nicht in X; liegen, so gilt 


(1) Ni + Nig = 1 (1 =. re 


Ist o(X;) ungerade (d. h. 2 < 7), so sind alle Involutionen in N X; zueinander kon- 
jugiert. Also gilt 


(2a) mg=Ooderl (2<i;1<Sj <2). 


Ist o(X1) gerade, so zerfallen die Involutionen in NX ; auBerhalb X; unter 9t_X; in. 
zwei gleichmachtige Klassen. Entweder sind nun in G@ die Elemente der einen Klasse. 
zu denen der anderen Klasse konjugiert, oder nicht. Das heiBt 


(2b) mj =0,50der] (17,7 <2). 
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AuBerdem gilt 
(2c) Ny42N21 + 0; 
denn es gilt we NX. und ve NXj. 


_ Auf zwei verschiedene Weisen ziihlen wir nun die Anzahl der geordneten Paare von 
Tnvolutionen wu, v in G mit ue R 1, ve Ko derart, daB uv = vu: 


(8a) 30(G)o (X1)-10(X1) r12 = 50(G) 0(X2)-10(Xe) nar, 
also 
(8b) N12 = N21; 


“und daher folgt aus (1), (2a) und (2b) 


(Bc) Entweder ist 11 = n22=0, nig = n21 = 1 
Cc 
oder N11 = N22 = N12 = N21 = 5 ; 


Lemma 2. Es gilt N11 = Noo = N12 = N21 = L ' 


Um dies zu beweisen, geniigt es wegen (3c) maz +0 nachzuweisen. Sei uc &1, 
ve Re derart, daB wv = vu, sei X; die Komponente von z, die wu enthalt, Xz die Kom- 
ponente, die v enthalt. Da die 2-Sylowgruppe D von G eine echte Diedergruppe ist, so 
gibt es ein Element x in X; mit x2 = u. Nunistabervxv = a1, undsoistu =x-lvav, 
Daher ist vu = 21 vz ein zu v konjugiertes Element, das mit v vertauschbar ist. Also 
ist vu in YtX»e enthalten, aber nicht in X2, da Xz nur eine Involution enthalt. Das 

heiBt aber neo + 0; und damit ist das Lemma bewiesen. 


Lemma 3. Ist K eine elementar-abelsche Untergruppe der Ordnung 4 von G, so ent- 
halt K ein Element aus 81. Enthdlt K ein Element aus &2, so enthalt K genau zwei Ele- 
mente aus Xo. 


Beweis. Liege K in der 2-Sylowgruppe D von G. Jede elementar-abelsche Unter- 
gruppe der Ordnung 4 von D enthilt aber das Zentrum von D und so ein Element aus 
R,. Sei w die zentrale Involution von D, und enthalte K ein Element v aus &2. Dann 
ist v nicht in D M N enthalten, und daher auch wv nicht. Also sind v und wv in Sz ent- 
halten. 

Das Haupthilfsmittel zum Beweis des Satzes ist das 


Lemma 4. Fir i = 1, 2 gilt 
(4) 0(G) 0 (X4)-2 —2 o(X4)x>1 + 2 3 (0 (X1) -+ 0(X¢)) +- 4 S; 5 
wober S; die Form S d(X;)-1(0(X;) — 1) hat. Die Summe ist tiber die 7 > 2 zu erstrek- 


Hi 
ken, fiir die % X; Elemente aus RK; enthdlt. 
Um dies Lemma zu beweisen, zéhlen wir die Anzahl der geordneten Paare (ver- 
schiedener) Elemente in %;. Diese Anzahl ist 


(5) 3.0(G) 0( Xi) 1 (5 0(G)0(Xi) > — 1). 
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Die Anzahl der Paare miteinander vertauschbarer (verschiedener) Elemente in 8; 


ist nach Lemma 2 
(6) 1 6(G)0(X4)-10(Xi) nu = 4 0(G). 


Sind nun die Involutionen wu und v aus St; nicht miteinander vertauschbar, so ist 
o(uv) >2, und w und v transformieren beide wv in (uv), Also liegen w und v im 
Normalisator einer eindeutig bestimmten Komponente von a, 0.B.d.A. u, ve %X;; 
aber u und v liegen nicht in X;, denn die Komponente Xj von z ist abelsch. 

Ist nun o(X;) ungerade, (i.e. j > 2), und enthalt 9 X; Elemente von S;, dann ent- 
halt NX, genau o(X;) nj = 0(X;) solche Involutionen, und keine zwei sind mitein- 
ander vertauschbar. Also liefern die Mengen g~! (It X; — Xj)g (7 > 2) genau 


(7) S.0(@)o(Xj-1d(Xj)-40(Xy) (0(Xy) — 1) = 0(@) > (o(Xs) — 1) d(Xj)3 
j i] 
Paare nicht vertauschbarer Involutionen aus ;. 

Ist aber 7 = 1 oder 2, so enthalt die Menge St X; — Xj genau 0(X;)nj = 50(X;) 
Elemente aus ®;. Sei nun die Involution w aus 8;, eine dieser 50 (X;), mit genau mi 
anderen (in 3¢tX; — Xj;) vertauschbar. Da jede elementar-abelsche Untergruppe der 
Ordnung 4 von 9X; die (einzige) Involution uw von X; enthalt, so ist mj; = 1 oder 0, 
je nachdem ob wu in G zu w konjugiert ist oder nicht. Nach Lemma 3 enthalt eine 
elementar-abelsche Untergruppe der Ordnung 4 von G entweder ein oder drei Ele- 
mente aus §;; daher gilt 


Mi =the = Ly her ings = 0. 
Also liefern die Konjugierten von 9t_X; (7 = 1,2) insgesamt 


§o(@)o(X1)-4 L0(X1) (Lo(X1) — 2) + $0(@)o(Xs) 4 o(X2) ($0(Xe) — 1) = 
0(@) §(0(X1) + £0(X2) — 3) 


Paare nicht vertauschbarer Involutionen aus &;. 
Der Ausdruck (5) ist also gleich der Summe der Ausdriicke (6)-(8); dies ergibt 
Lemma 4. 


Lemma 5. Die Anzahl s der Klassen konjugierter Komponenten von zt ist gleich der 
Anzahl der Klassen der Komponenten X, derart, daB o({X) gerade ist; r= s = 8. 


Beweis. Da die Primzahl 2 die Ordnung 0(X2) von Xz genau zur ersten Potenz 
teilt, die Ordnung o(X;) von X, aber zu héherer Potenz, so sind o (Xj) und o(X¢) ver- 
schieden. Sei etwa 0(X1) << 0(X2), dann ist nach (4) die Summe Sj > Se, also $1 > 0; 
das heiSt, es gibt mindestens ein Xj, 7 > 2, so daB 9¢-X; Elemente aus @ enthalt. Sai 
die Numerierung der X; so eingerichtet, dak dies genau fiir die X; mit 3 <j < ¢ gilt. 

Durchlauft X; die Receisertamee gewisser Klassen von Komponenten von z, so 
gilt 
o(G) —1 = > [G = xy] (eG) = 1); 

i] 


oder 


(*) Le OG) Pade (1 — 0(X;)) 
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mit Gleichheit genau dann, wenn alle Klassen von Komponenten in der Summe ver- 
 treten sind. — Beschranken wir in (*) die X; auf 3 <j < ¢, so erhalten wir 


RO a (O( 2) -F o(Xa)t* )>daxy (X4)-t + (0(Xy) — 1) 0(Xj) 1 = 2S aX). 
~ Wegen 0(X 1) < 0(X¢2) erhalt man aus (9) 


(10) 0(X1) 1 > ay d (Xj). 


Nun ist aber o(X;) ungerade fiir 7 >2, daher ist 9X; eine Frobeniusgruppe. Fiir 
3 <j St hat ein Komplement A; von X; in 2X; ein Element mit &, gemein. K; 
kann nun nach [1], Folgerung 4.9 keine nicht-triviale Partition zulassen und ist daher 
ganz in einer zu X, konjugierten Komponente von z enthalten. Wegen 0(K;) = d(X;) 
ist dann d(X;)|o(X 1). Dann kann aber die rechte Seite in (10) nur einen Summanden 
besitzen. Wir haben daher 


t= 3, d{Xs) = 0(X3); und: Sy = (0(X3) — 1l)o(X,)-1 


Die Ordnung 0(G) von G@ hat die Gestalt 0(G) = 0(X1)0(X2)o(X3)f; dabei ist der 
Faktor / eine ganze Zahl, da (0(X1), o(X2)) = 2. Es gilt 


(11) o(Xe) + 481 > 1(0(X1) + 0(Xe)) + 481 > 0(Xe) Sif. 


Die linke Ungleichung gilt wegen 0(X1) < 0(Xg); die rechte Ungleichung ergibt sich 
aus (4) fiir 7 = 1: 0(Xe)Sif = 0(G@)o(X1)-2. — Wegen 0(Xj) < 0(X2) ist 0(Xe) >4; 
auBerdem sei darauf hingewiesen, daB Sj eine ganze Zahl ist. Es ergibt sich 

f< Sy + 40(Xe)-1, und daher j = 1. 


Also haben wir 0(G) = 0(Xj)o0(X2)o(X3), und die zu X1, X2, X3 konjugierten 
Komponenten von z iiberdecken G, bilden also die Partition 7. — Damit ist das 
Lemma bewiesen, denn im Fall 0(X;) > 0(X2) ergibt sich das Resultat auf die gleiche 
Weise. 


Lemma 6. Bei eventueller Vertauschung der Indices 1 und 2 (falls 0(X1) >0(X2)) 
gilt 
o(Xi)=q—1, o(X2)=q+1, o(Xs)= 4, 
d(Xi) =d(X2) = 2, d(Xs)=q—1,; 


X3 ist eine elementar-abelsche Gruppe von ungerader Primzahlpotenzordnung q = 5. 


Beweis. Setzt man die im Beweis von Lemma 5 gefundenen Werte in (*) ein, so 
gilt 
ee) 3 0(Xs3) (0(X2) — 0(X1)) = (Xe) — 


Aus (10) ergibt sich 10(X1) + 40(Xs) > 20(X1), d.h. o(X2)<30(X1). Wegen 
o(X1) = d(X3) < 0(Xs) erhalt man nun aus (**) 


(12) 40(X2) — 30(X1) < 30(X1)0(X3) + <3. 


is 


' 
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Da 2 in o(X2) nur in erster Potenz aufgeht, so ist 10(X2) — 5o(X 1) ungerade, also ist 
10(X2) — }0(X1) = 1, und 0(X2) = o(X1) + 2. Aus (**) ergibt sich daher 


o(X3) = 0(X1) + 1. 


In der Frobeniusgruppe 9t_X3 ist eine zu X; konjugierte Untergruppe Kz Komplement 
zu X3. Ks transformiert jedes g + 1 aus Xg in jedes andere (wegen o(Kg3) = 0(X3) — 1). 
Das heiBt aber, X3 ist elementar-abelsch von ungerader Primzahlpotenzordnung. — 
Wire nun 0(X3) = q = 3, so wire @ auflésbar im Widerspruch zu (B). 

Um den Beweis des Satzes zu beenden, betrachte man die Gruppe G als Permuta- 
tionsgruppe auf den zu X3 konjugierten Komponenten der Partition z. Sei 0(X3) = 
=q=p". Da X3 eine p-Sylowgruppe von @ ist und es in G genau [@: NXg] = 
= 0(@)o(X3)-!0(X1)-! = 0(X2) =q +1 p-Sylowgruppen gibt, und da auBerdem 
kein Element +1 von X3 eine p-Sylowgruppe + X3 von @ fest laBt, so permutiert X3 
diese p-Sylowgruppen von G transitiv; @ operiert daher 2-fach transitiv auf der 
Menge seiner p-Sylowgruppen. 

Sei P eine p-Sylowgruppe + X3 von G, dann ist %X39 NP +1 (sonst ware 
0(G) => o(MP)2). NXs O NP ist in einer zu Xj konjugierten Komponente von z ent- 
halten; also ist Jt X3 © MP eine Komponente von z, die in 3X3 Komplement zu X3 
und in %P Komplement zu P ist. Da es in 9tX3 genau q verschiedene solche Kom- 
plemente gibt, so gilt fiir jedes Tripel X3, P, Q voneinander verschiedener p-Sylow- 
gruppen von G NX30 RPA RQ = 1; also normalisiert kein Element +1 von G 
mehr als 2 p-Sylowgruppen von G. Daher lat kein Element +1 von 2X30 NP 
eine p-Sylowgruppe + X3, P von G fest. Die (zyklische) Gruppe 3t_ X3 A Xt P ist also 
transitiv auf den restlichen p-Sylowgruppen von G. Nach den Ergebnissen von 
ZASSENHAUS [8] ist nun G ~ P GL (2, q¢), und damit ist der Satz bewiesen. 


Bemerkung. Unter Benutzung dieses Abzaihlargumentes fiir eine ,,teilweise Par- 
tition‘ und charaktertheoretischer Methoden, die denen in [4] sehr ahnlich sind, 
beweisen BRAUER, SUZUKI und WALL: 


Besitzt die endliche Gruppe gerader Ordnung G keinen auflésbaren Normalteiler, und 
ist der Zentralisator einer jeden Involution von G eine D-Gruppe, so da zwei verschiedene 
solcher Zentralisatoren héchstens Involutionen gemein haben, so ist entweder G~ 
=~ PGL(2,q) mit q ungerader Primzahlpotenz = 5, oder G~ PSL (2, q) mit q un- 
gerader Primzahlpotenz = 7. 


(Hine D-Gruppe ist eine nicht-abelsche Gruppe, die einen abelschen Normalteiler 
A vom Index 2 enthalt und eine Involution w ¢_4 mit (wa)? = 1 fiir alle a aus A.) 


Dieser Satz ist in einer in Vorbereitung befindlichen Arbeit enthalten; er verallge- 
meinert unseren Satz, denn §t.X;, i = 1,2, sind D-Gruppen. 
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Das System aller Erweiterungen einer Gruppe 


Von 


F. LoonstRa 


1. Einleitung. 

Eine Erweiterung @ von einer (festen) 
Gruppe A ist ein Paar G,«, wo G eine 
Gruppe ist, « eine isomorphe Abbildung 
von A auf einen Normalteiler A* von G. 
Wir diirfen annehmen, daB « die iden- 
tische Abbildung von A in G ist. Sind G1 
und Gz zwei Erweiterungen von A, so 
definieren wir die Ordnungsrelation 


Gi < Go, 
wenn es eine A-homomorphe Abbildung 7, 
1: Gi—> Ge, 


gibt (d. h. eine homomorphe Abbildung 7, 
die A elementweise fest laBt); die Ord- 
nungsrelation ist transitiv und es gilt fiir 
jede Erweiterung G von A 


AvcGh 


Zwei Erweiterungen G und G2 von A 
heiBen verwandt, Gy ~ Go, wenn 


Gi < Gz und Go < G4. 


Die Verwandtschaft ist eine Aquivalenz- 
relation und sie veranlaBt also eine Ein- 
teilung aller Erweiterungen G von A in 
Klassen {G} von untereinander verwand- 
ten Erweiterungen. Dieses System aller 
Klassen (das im allgemeinen keine Menge 
ist) bezeichnen wir mit V(A). 

Obwohl V(A) im allgemeinen keine 
Menge ist, existiert (auf Grund der Ord- 
nungsrelation) fiir jede Menge von Klas- 
sen aus V(A) eine kleinste obere Schranke 


Eine Erweiterung durch die (feste) 
Gruppe B wird mit G(«) bezeichnet, d. h. 
es ist G eine Gruppe, « eine (bestimmte) 
epimorphe Abbildung von G auf B. 

Fiir die Erweiterungen @(«) durch B 
wird folgendermaBen die Ordnung er- 
klart: 

G1 (a1) < Ge(a2), 


wenn es eine B-homomorphe Abbildung 
n von Gz in G gibt, 


n: Gg—> Gy 


(also derart, daB B elementweise fest- 
bleibt, d. h. wenn a1 = a2); diese Ord- 
nung ist transitiv und es ist 


B(e) < G(a) 
fiir jede Erweiterung G'(«), wenn wir mit 
é die identische Abbildung von B auf B 
bezeichnen. Zwei Erweiterungen G1(«,), 
G2(a2) durch B heiBen verwandt, wenn 


G1 (a1) < Ge(a2) und G2 (a2) < Gy (a1). 


Die Verwandtschaft ist eine Aquivalenz- 
relation und sie veranlaBt eine Kinteilung 
aller Erweiterungen G(x) durch B in 
Klassen {G(«)} von untereinander ver- 
wandten Erweiterungen durch B. Dieses 
System aller Klassen {G(«)} bezeichnen 
wir mit P(B); es ist auch P(B) im all- 
gemeinen keine Menge. Obwohl P(B) im 
allgemeinen keine Menge ist, existiert fiir 
jede Menge von Klassen aus P(B) eine 
kleinste obere Schranke und eine gréBte 


“3 


Vol. XII, 1961 


- und eine gréBte untere Schranke. Wir 


y 
3 


sprechen darum von dem Pseudoverband 
V(A) aller Klassen von untereinander 


_ verwandten Erweiterungen von A. 


“a 
.: 


1. Es sei (G@,), » Ee N, eine Menge von 
Erweiterungen G, von A; die kleinste 
obere Schranke der Klassen {G@,} existiert , 


_ und zwar ist sie die Klasse {G} des freien 
_ Produkts der G, mit vereinigtem Normal- 


teiler A: 


UG} = {# Gr] 4}. 


2. Die gré8te untere Schranke der 
Klassen {G@,} existiert, und zwar ist sie die 
Klasse {t4} des Normalisators von A 


- im kartesischen Produkt der G', 


(Go} = {Ma(XGr)}; 


MN, enthalt also genau diejenigen Ele- 
mernite (:..,9:;--.,9;,.--) des kartesi- 
schen Produkts x G, mit der Higenschaft, 


daB g;'agi = 9; lag; fiir alle a; d.h. 
alle g; iii denselben Automorphis- 
mus in A. 


3. Das System V(A) aller Klassen von 
untereinander verwandten Erweiterun- 
gen von A hat eine kleinste Klasse, die 
Klasse {A} von A. 

V(A) enthalt dann und nur dann eine 
groBte Klasse, wenn das Zentrum Z(A) = 
= (e) ist (Satz 4.3). 


4. Die Klasse {4} von V(A) enthalt 
genau die Erweiterungen G von A, die A 
als direkten Faktor enthalten (Satz 2.1). 
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untere Schranke. Wir sprechen darum 
von dem Pseudoverband P(B) aller Klas- 
sen von untereinander verwandten Er- 
weiterungen durch B. 


1’. Es sei (G)(«,)), »eN, eine Menge 
von Erweiterungen G, durch B; die 
kleinste obere Schranke der Klassen 
{Gy(a»)} existiert, und zwar ist sie die 
Klasse {@(«)}, wo G@ das vollstiindige B- 
subdirekte Produkt der Gy(a,) ist: 


= (X Gsloy)) (2); 
es ist G diejenige Untergruppe des karte- 
sischen Produkts X< G,(«»), deren Ele- 


mente sy = (ee Giyaas + Oise.) en, be- 
dingungen gia; = gjaj (i +)), 9x = gins 
genugen. 

2’. Die gréBte untere Schranke der 
Klassen {G',(a»)}, v € N, existiert, und zwar 
ist sie die Klasse {H(f)}, wo H das freie 
Produkt der G, ist, 


() {Gy (ay) 


(9i,°9 


=A eG, 


und hp = Sapo == [Dona : 


3’. Das System P(B) aller Klassen von 
untereinander verwandten Erweiterun- 
gen durch B hat eine kleinste Klasse, die 
Klasse {B} von B. 

P(B) enthalt immer eine groBte Klasse ; 
schreibt man B = F/R, wo F eine freie 
Gruppe ist, o die natiirliche homomorphe 
Abbildung von F auf B, so ist {/’(0)} die 
erdBte Klasse von P(B). 

4’, Die Klasse {B(e)} von P(B) ent- 
halt genau die Erweiterungen G'(«) durch 
B, die eine Gruppe B’ ~ B als Retrakte 
enthalten. 


* 
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Die obengenannten Resultate 1. und 2. findet man bei Barr [1]; die Resultate 1’. 
bis 4’. bei Loonstra [4], die iibrigen in den Abschnitten 2 und 4. 

In Abschnitt 3 wird die von den Erweiterungen G (von A) induzierte Auto- 
morphismengruppe /"(@) eingefiihrt; betrachtet man alle Erweiterungen G mit einer 
festen Automorphismengruppe /'(@) = J’, so bilden die Klassen von verwandten Er- 
weiterungen @ mit J"(@) = I’ einen Pseudoteilverband von V(A). 

Man kann jede Erweiterung von A auffassen als Erweiterung G(x) durch seine (in- 
duzierte) Automorphismengruppe J"(@), wenn wir mit « die Abbildung 


a:g—> gel (G4) 


bezeichnen. Wir beweisen: Im Sinne der definierten Ordnungsrelationen ist der 
Durchschnitt aller Erweiterungen G, (ye N) mit fester Automorphismengruppe 
I'(G,) = I’ (in V(A)) die Vereinigung aller Gy («,) (in P(I’)). 

In Abschnitt 4 wird das obengenannte Resultat 3. bewiesen. In Abschnitt 5 be- 
trachten wir die zerfallenden Erweiterungen G von A; die Klassen der zerfallenden 
Erweiterungen G von A bilden ein Pseudohauptideal (H (A)) in V(A), das erzeugt wird 
von der Klasse des Holomorphs H(A) von A. 

In Abschnitt 6 wird kurz der Zusammenhang zwischen dem Pseudoverband P(B) 
aller Klassen von Erweiterungen durch B und den Pseudoverbanden P(C;) gegeben, 
wenn B das direkte (oder das freie) Produkt der Komponenten C; ist. Das Resultat 
wurde teilweise schon in meiner Arbeit [2] auseinandergesetzt. Es ist P(B) im wesent- 
lichen das kardinalgeordnete Produkt der P((;). 

In Abschnitt 7 beweisen wir, daf man, unter gewissen Voraussetzungen, fiir jede 
nicht-zerfallende Erweiterung G'(«) durch B eine echt-kleinere nicht-zerfallende Er- 
weiterung G(«1) durch B finden kann. Mit Hilfe dieser Konstruktion konnte BAER 
an einem Beispiel zeigen, daB der Pseudoverband aller Klassen von Erweiterungen 
durch eine endliche zyklische Gruppe B = C(n) keine Menge (also eine ,, Unmenge‘‘) 
ist. Daraus folgt aber, daf fiir jede Gruppe B, die die Gruppe B = C(n) als direkten 
Faktor oder als freien Faktor enthalt, P(B) notwendig auch eine Unmenge ist. 

Fiir die unermiidliche Hilfe bei der Entstehung dieser Arbeit méchte ich Prof. 
R. Bakr aufs herzlichste danken: manche wertvolle Ratschlaige bei der Beweisfiihrung 
verdanke ich ihm. 


2. Der Pseudoverband V(A). Das System V(A) aller Klassen (von untereinander 
verwandten Erweiterungen) von A hat die Klasse {A} als kleinstes Element. Die mit 
A verwandten Erweiterungen G bestimmt man aus 


GHA; 


es muB eine homomorphe Abbildung 7: G-> A geben, die A elementweise fest 1aBt, 
d.h.7 mu eine Abbildung auf A sein. Nennt man K (y) den Kern von y, so ist 
K(n) 0 A =e und K(n) hat also mit jeder Restklasse modulo A héchstens ein Ele- 
ment gemein; aber auch mindestens ein Element, denn aus 


I) = B= e7 
folgt (ga1)n = e,d.h.G = K (n) - A, also ist G das direkte Produkt von A und K (7). 


ae 
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Ist umgekehrt G das direkte, Produkt A x B, so gilt 
AXBRraA 
(man bildet (a, 6) auf a ab). Es gilt also der 


Satz 2.1. Die Klasse {A} des Pseudoverbandes V(A) enthilt genau diejenigen Er- 
weiterungen G von A, die A als direkten Faktor enthalten. 


Bekanntlich nennt man eine Gruppe 4 vollstindig, wenn das Zentrum Z(A) = (e) 


_ ist und wenn A keine auBeren Automorphismen besitzt. Hieraus folgt 


Satz 2.2. Die folgenden Aussagen sind dquivalent: 

(i) A ist direkter Faktor jeder Erweiterung G von A; 
(ii) <A ist vollstindig; 

(iii) Das System V(A) aller Klassen von A enthélt nur ein Element. 

Beweis. Die Aquivalenz von (i) und (iii) folgt aus Satz 2.1. Ferner benutzen wir ein 
Resultat von Barr [2]: A ist dann und nur dann vollstaéndig, wenn A Retrakt jeder 
Erweiterung G von A ist. Ist also A vollstandig, so gilt fiir jede Erweiterung G von A: 
G < A, dh. (iii). Wenn A direkter Faktor jeder Erweiterung G ist, so ist A auch Re- 
trakt von G, also ist A vollstandig. 


3. Die von den Erweiterungen induzierten Automorphismengruppen. In jeder Er- 
weiterung G von A induzieren die Elemente g € Gin der Gruppe A die Automorphismen 


Yg:a—->giag (ac A) 
und die Automorphismen gy (g € G) bilden die von G induzierte Automorphismen- 
gruppe 1'(G), da oy, * Yg, = Ya,g, und es gilt 
J(A) © F'(@) C (A) 


(wo J (A) die Gruppe der inneren Automorphismen, 2 (A) die ganze Automorphismen- 
gruppe von A ist). 
Die Abbildung g + qq ist eine homomorphe Abbildung von G auf /"(G) und es ist 


G/3c(A) = 14), 


wenn man mit 8¢(A) den Zentralisator von A in G bezeichnet. Es sei G < G’ und 7 
eine A-homomorphe Abbildung von G in G’ ; man beweist nun sofort, daB 


L(G) TAG), 
Wenn namlich gy: a — g-1ag, so induziert gy € G’ den Automorphismus 
Pon: 4 > (gn) a(n) = (g1ag)n = gag, 


denn 7 laBt A elementweise fest; also py = gn. Hieraus folgt: Wenn Gy ~ Go, so ist 
auch /'(Gi) == J (Gor 

Fiir die ,,kleinste‘ Erweiterung A ist J'(A) die Gruppe J(A) der inneren Auto- 
morphismen von A, wahrend fiir das Holomorph H (A) gilt 


I'(H) = (A). 
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Hine weitere Folgerung ist der 


igh Sr ES 


Satz 3.1. Fiir die Vereinigung V (bzw. den Durchschnitt D) einer Menge von Er- . 


weiterungen Gy gilt 


PV) ={ULP(4)}, at Oe 


Die von den Erweiterungen G von A induzierten Automorphismengruppen 1"(G) 
bilden — mit der Inklusion als Ordnungsrelation — einen Verband ¥ (J’) und aus 
Satz 3.1. folgt der 


Satz 3.2. Es gibt eine verbandshomomorphe Abbildung von V(A) auf ¥ (I’). 


Die Abbildung G —> /"(G) hat ja die Eigenschaft eines Verbandshomomorphismus. 
Die Beziehung (1) besagt, daB man jede Erweiterung G von A auffassen kann als Er- 
weiterung G(x) durch seine (induzierte) Automorphismengruppe /'(G), wenn wir mit 
« die Abbildung 

a:g9—> gel (G) 


bezeichnen. Wenn wir nun J"(G) = J’ festhalten, d. h. wenn wir alle Erweiterungen @ 
von A betrachten mit /"(G) = I’, so bilden die Klassen von verwandten Erweiterun- 
gen g mit /'(G@) = J’ einen Teilverband von V(A). Andererseits kann man fiir die ent- 
sprechenden Erweiterungen G'(«) durch J’ die tibliche Ordnungsrelation benutzen. Es 
gelten die beiden folgenden Satze: 


Satz 3.3. Wenn ftir die Erweiterungen Gy und Gz von A mit I'(G)) = (G2) = I 
gilt, dab Gy < G2, so gilt fiir die entsprechenden Erweiterungen G (a1) und G2(a2) durch 
I": G2(a2) < Gy (a). 


Beweis. Es gibt eine A-homomorphe Abbildung 7 von G in G2; diese Abbildung 
hat die Higenschaft, daB die von g; € Gy und gz = gi7 € G2 in A induzierten Auto- 
morphismen @y, und gg, zusammenfallen, d. h. es ist yx: = «1, also Go(a2) < Gy (a). 


Satz 3.4. Der Normalisator Nt4 von A im kartesischen Produkt der Erweiterungen Gi 
mit fester Automorphismengruppe I'(G;) = I” ist das vollstindig I-subdirekte Produkt 
aller Gi (az); also: die gréBte wntere Schranke aller Erweiterungen G; in V(A) ist die 
kleinste obere Schranke aller Gi (ai) in P(I). 


Beweis. Die Elemente g € N4,g = (...5 Yis +++5 Gj, +.) haben die Eigenschaft, daB 


| =" =%,=""; 
d. h. es ist 

YL , e F107) 
Es ist I'(N4) =(-)I'(Gi) = I’, weil alle 7(G,) = T. 

D 
Ist umgekehrt g = (..., gi, ... , gj, ...) ein Element des vollstandigen J-subdirekten 

Produkts, also 

Tie Se a oy aaa 


so ist 
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_ Bemerkung. Wenn man von A voraussetzt, daB das Zentrum Z(A) = (e) ist, so 
folgt aus 4/Z(A) ~ J(A), da®B man die Automorphismengruppe (4) von A als Er- 
weiterung von A auffassen kann; auch die von einer Erweiterung G induzierte 
Gruppe J"(@) ist eine Erweiterung von A. In diesem Fall kann man schlieBen, da fiir 
alle ee ane G von A mit 


BLOT Bt 
(wo I’ festgewahlt ist) gilt 
_ On i 
~ dazu bildet man g nur auf gy ab. 


Zwei Erweiterungen G, und G2 mit der Eigenschaft, da8 die entsprechenden Auto- 
_ morphismengruppen J/'(G1) und J"(G2) den Bedingungen 


. I(G@y) £F(G@2),  I'(Gs) ¢ (Gs) 


geniigen, sind notwendig unvergleichbar. 

_ Fiir die Bestimmung von zwei unvergleichbaren Erweiterungen Gy, und G2 kann 
man zuerst den Fall betrachten, daB Z(A) = (e) ist; wenn A auBerdem noch die 
Higenschaft hat, da die Automorphismengruppe (A) von A zwei Untergruppen 
M4 (A), We(A) enthalt, derart daB 


J (A) € U%(A), t= 1,2, Wi ¢ Ue, We ¢ 1, 


so sind ,(A) und f,(A) zwei unvergleichbare Erweiterungen von A. Im Fall, daB 
Z(A) nicht notwendig (e) ist, kann man das Holomorph H(A) = A : (A) von A be- 
trachten. Gibt es nun in (A) zwei unvergleichbare Untergruppen 2; und 2, so sind 
die beiden Untergruppen des Holomorphs 


Hy (A) == Ale 4 und H2(A) == PAT Yo 


unyvergleichbare Erweiterungen von A. 
Diese Methoden geben aber — wenn man sich auf das System der abelschen Er- 
weiterungen einer (abelschen) Gruppe A beschrankt — keinen AufschluB. 


4. Maximale Elemente des Pseudoverbandes V(A). Wie in Abschnitt 1 schon er- 
wahnt wurde, enthalt der Pseudoverband P(B) aller Klassen von untereinander ver- 
wandten Erweiterungen durch die feste Gruppe B immer ein maximales Element: 
die Klasse einer freien Gruppe F'(0), wo @ eine homomorphe Abbildung von F auf B 
ist. In diesem Abschnitt beweisen wir, daB der Pseudoverband V(A) aller Klassen von 
untereinander verwandten Erweiterungen von der festen Gruppe A nur unter ganz 
besonderen Umstinden ein maximales Element hat. Dazu benutzen wir folgendes 
Hilfsmittel, das uns in manchem Fall von Nutzen ist. 

Wir betrachten fiir irgendeine Menge M (deren Machtigkeit |M| = 2 ist) die 
Gruppe S aller Funktionen f auf JJ mit Werten in A und 


(1) f (xi) = f (#) (mod Z) 


und. 


(fg) (w) = f(@) - 9(@). 


q 
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S enthalt die Gruppe A der konstanten Funktionen 
fa(x) =a (we M); 
es ist A ~ A und A <j] S, denn 
{-* (awa) faa (1) f (a) = f- (2e4) fa (5) f (4) 


(wegen (1)) fiir jedes Paar aj, ay (a; + 2). Es ist also S eine Erweiterung von A (also 
von A) und sogar eine zentrale Erweiterung von A. Bezeichnen wir namlich mit Z die 
Gruppe aller Funktionen / aus S, deren Werte in Z(A) liegen, so gilt das 


Lemma I. S = A-Z. 
Beweis. Sei f ¢ S und /(xo) = ao, so ist (wegen (1)) 


f(x) > os (x) €Z(A) fiir alle z, 
also 
feZz-A, dh, S=AKzZ. 


Wenn fiir das Zentrum von A gilt Z(A) = (e), so sieht man: S = A. 

Die von den Elementen von S in A induzierten Automorphismen sind also sémtlich 
innere Automorphismen von A. 

Wir betrachten nun eine Permutation w von M und erklaren 


fe" (x) = f(az’") fir cen; 


w induziert also eine Funktion /#* mit derselben Menge von Funktionswerten wie 
f(x) und auBerdem induziert w einen Automorphismus w* von S; es ist w* eine iso- 
morphe Abbildung der vollen Permutationsgruppe 2 (JZ) von M in die Gruppe (8S) 
aller Automorphismen von S; nennt man @ das Bild von Y(M) in Y(S), so ist die 
Gruppe 


T= OPO; 8 


eine Untergruppe des Holomorphs von 8S. 


Auch T ist eine zentrale Erweiterung von A: die von den Elementen gf von 7 in A 
induzierten Automorphismen 


fa > fp fa~t =f: fa'f=fa mit a’ = f(x)af(z) 
sind innere Automorphismen von A. 
Lemma II. Ist Z(A) + (ce) und Geine Erweiterung von A mit |G] < 2!"l soist T+ G. 
Beweis. Gabe es eine A-homomorphe Abbildung y 
n7:T>G 
mit dem Kern K (7), so wiire insbesondere 


Kn) OWA =e; 
Ks ist 


Kinhndba@ 


’ 
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und 
D/K (n) 0 ® = K(n) ®/K (yn) C T/K(n) = Ty. 


Nun ist ® im wesentlichen die Gruppe aller Permutationen der unendlichen Menge M 
der Machtigkeit X,. Es ist bekannt (siehe WrELANpT [1]), da$ @ einen und nur einen 
maximalen Normalteiler enthalt, naimlich It = “®, die Gruppe aller Permutationen 
von M, deren Elemente weniger als &,, Elemente bewegen; man hat also entweder 


1 Kin OGECMaqe®, oder 2. OC Kin). 
Aus der Annahme 1 wiirde | 


|G] =| 7/KO)| =| OK) 0 | S| Op] = 2%«> a] 
folgen. 
Der Fall 1 gibt also einen Widerspruch. 
Im zweiten Fall enthalt K (7) die ganze Gruppe ®. Wir denken uns die unendliche 
Menge M in abzahlbar unendliche, zueinander fremde Teilmengen M, zerlegt und wir 
_bezeichnen die Elemente aus M, durch my, wo 7 die samtlichen ganzen positiven, 
negativen Zahlen und Null durchlaufe; w sei die Permutation 


054 = %v,i+i1 fir alle v, 7, 
so daB w* der Automorphismus mit 


fe (2g) = fee) == (typo tur allem. 


Da w* €®C K(n), so enthalt K (7) mit w* auch’ 


fo" = w*fw*1 fo fir alle fe S, 
der den Bedingungen 
EN) Oy i ot Wn a) a 
fiir alle v, i geniigt; fY*~ liegt also in Z. 
Sei nun k(x) eine beliebige Funktion aus Z, so beweist man, dai K (7) auch Z ent- 
halt. Ist namlich k(x) € Z, so definieren wir 


(yi) = k (ay 441) °°* h(%v,-1) (%v,0) firs <0 
und es ist 
aw — w*-a(x)-w*1(a(z))-! = k(x) fiir jedes xy;, 


wie man leicht kontrolliert. Also gilt 
ZC K (1). 


Da aber Z auch (weil Z(A) + (e) ist) Elemente (+ e) aus A enthalt, kann dieser Fall 
nicht eintreten, da K(7) A A = e ist. 

Daher ist Lemma IT richtig. 

Die Methode, mit A und mit den Permutationen einer Menge M ,,groBe‘‘ Gruppen 
zu konstruieren, wird nun zuerst benutzt fiir eine besondere Klasse von Erweiterungen 


G von A. 
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Wir setzen folgendes voraus: A sei eine feste Gruppe, B ein Normalteiler von A.. 
Wir betrachten diejenigen Erweiterungen @ von A mit der Eigenschaft B <] G. Mit} 
Hilfe des Ordnungsbegriffes von Abschnitt 1 kann man diese Erweiterungen in! 
Klassen einteilen und das System der Klassen ist ein Pseudoteilverband V(A | B) des: 
Pseudoverbandes V(A). Wenn B eine charakteristische Untergruppe von A ist, so) 
fallen die beiden Pseudoverbinde V(A) und V(A|B) zusammen. 

V(A| B) enthalt die Klasse der trivialen Erweiterung A, und die Klasse {A} von A 
in V(A| B) enthalt genau dieselben Erweiterungen von A wie die Klasse von A in. 
V(A): in V(A) enthalt nimlich die Klasse von A genau die direkten Produkte A x C. 
Wenn aber B <j A, so ist auch B <J AX OC. 


Satz 4.1. Ist G;, ie I, eine Menge von Erweiterungen von A (B <j A, B <j Gi), so) 
ist die in V(A) existierende kleinste obere Schranke {G} (bzw. grépte untere Schranke {G}) 
der Klassen {G;} auch im Pseudoverband V(A| B) enthalten und ist in V(A|B) die 
kleinste obere Schranke (bzw. grépte untere Schranke). 


Beweis. Man zeigt einfach, daB das freie Produkt 
G = * Gi | A 


der G; mit vereinigtem Normaiteiler 4 die Eigenschaft hat, daB auch B <j G, und 
analog fiir den Normalisator 3t4 von A im kartesischen Produkt >< G; der Gj. 
Wir beweisen nun den : 


Satz 4.2. Der Pseudoverband V(A|B) der Klassen von Erweiterungen G von A 


(B< A, B <j G) hat dann und nur dann ein gréBtes Element, wenn das Zentrum Z(A) 
von A gleich (e) ist. 


Beweis. Wenn Z(A) = (e), so betrachten wir die Gruppe %g(A) aller Auto- 
morphismen von A mit der Eigenschaft, daB B von diesen Automorphismen in sich 
ubergefiihrt wird. Es gilt 


I(A) <] Up(A) 
und wenn wir also f(A) als eine Erweiterung von A betrachten, so gilt auch fiir B 
B <j Ap(A). 
Man hat nun fiir jede Erweiterung G von A (B <j A, B <j G) die Higenschaft 
G < %p(A). 
Dazu bildet man g € G ab auf den von g induzierten Automorphismus 
Pg: 4—>g ag; 
picts Abbildung li8t nicht nur _A, sondern auch B invariant, denn B <j G, also ggeé 
€ Ug(A). Wenn also Z(A) = (e), so ist die maximale Klasse von V(A|B) diejenige, 


bestimmt von der Gruppe aller Automorphismen von A, die B in sich iiberfiihren. 


Sei nun umgekehrt Z(A) + (e) und sei G eine Erweiterung von A mit B <j G. 
Fir eine Menge M mit 


(2) | M| =X, und |G| < 2% 


a 
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betrachtet man die (oben konstruierte) Gruppe S aller Funktionen f(x), deren Funk- 
tionswerte der Bedingung 


f(x) = f(x) (mod Z), a%, ae M, 


_ geniigen, Die Funktionen fq (x) = a (fiir alle x € M) bilden einen Normalteiler. A ~ A 
_ von S und tiberdies bilden die Funktionen fp (x) = 6 (fiir alle « €¢ M; b € B) eine mit B 
; isomorphe Gruppe B; es ist auch B <j 8. Wir bilden nun mit Hilfe der Permutationen 
_ w von M die Gruppe 

> T=©@-§; 


es ist 7’ eine Erweiterung von A und B <j 7. 
~ Nach Lemma IT ist wegen Bedingung (2) 


TCG, 


- daher gilt G > TU G, d.h. die Vereinigungsklasse der Klassen von G und T' ist 
erdBer (unter AusschluB der Gleichheit) als die Klasse von G. 
_ Daher enthalt das System V(A| B) kein gréBtes Element; auch die Umkehrung des 
Satzes ist bewiesen. 
Wenden wir den Satz 4.2. an fiir den Fall, daB B die Identitat ist, so finden wir das 
in der Einleitung erwahnte Resultat 3.: ‘ 


Satz 4.3. Das System V(A) aller Klassen von untereinander verwandten Hrweiterun- 
_ gen von A enthélt dann und nur dann eine gréBte Klasse, wenn das Zentrum Z(A) = (e) 
ist. 

Bemerkung. Der Beweis von Satz 4.2 benutzt wegen Lemma IT von der Erweite- 
rung G'(A) nur die Machtigkeit; wir betrachten darum die Abhangigkeit der Erweite- 
rungen von der Machtigkeit genauer. 

Hine Klasse von Erweiterungen von A enthalt mit G(A) auch G(A) x C (fur 
irgendeine Gruppe (), also kommen in jeder Klasse Erweiterungen willkiirlich hoher 
Machtigkeit vor. Wir wahlen darum aus jeder Klasse einen Reprasentanten G(A) von 
kleinster Machtigkeit aus; es hat dann jede Klasse eine bestimmte Machtigkeit = | A]. 

Wir setzen voraus, daB Z(A) + (e) ist und daB M eine unendliche Menge mit 


(1) 2'4l > | A| 
ist. Jede Menge M bestimmt eine Gruppe 74 = Su @®y und es ist (wegen (1)) 
| Dar] = [Sul |Our] = [4 2 = 
Wir beweisen, daB die Klasse {7'y7} von Ty keine Erweiterung G(A) enthalt mit 
|G(A)| < | Tu. 


Ware namlich Ty. G(A) und |G@| < | Z|, so wire auch Ty < G und |G| < Q|M|. 
und dies widerspricht Lemma II. Also hat man 


Satz 4.4. Sei A eine Gruppe mit Z(A) +(e), M irgendeine unendliche Menge mit 
Q\m| > | A|, so bestimmt M eine Erweiterung Tu = Su ° @y von A, die ein Repriisen- 
tant kleinster Mdchtigkeit seiner Klasse ist. 
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Setzen wir fiir zwei unendliche Mengen M, und J» voraus 
| Ma] = ||, 
dann beweist man fiir die entsprechenden Erweiterungen 7'y, und 7'y,: 
Tu. < Ty, 


Dazu braucht man nur Ms in zueinander fremde Teilmengen Mo; der Machtigkeit 
| M,| zu zerlegen und man betrachtet die Funktionen (bzw. Permutationen) auf M2 
(bzw. von Mo), die in jeder dieser Teilmengen M»; die gleiche Funktion (bzw. Per- 
mutation) aus Sy, (bzw. Py,) induzieren; genauer: sei pj (fiir jedes 7) eine bestimmte 
eineindeutige Abbildung von M, auf M2, so betrachten wir auf M2 die Funktionen 
mit 

f (aS?) = f(a), 
und die Permutationen 

w: 2 > 2™ v gy 


fir alle ve @y,, 2 € My, a «¢ My, a — = x) und fir alle i. 

Daraus folgt sofort die Existenz einer A-homomorphen Abbildung 
q : Tm, > Ty,. 

Also gilt 

Satz 4.5. Wenn fiir die Gruppe A gilt Z(A) = (e), so bilden die Erweiterungsklassen 
{T'm,} eine — im Sinne des. Pseudoverbandes — wohlgeordnete Unmenge. 

Sei wieder M eine (unendliche) Menge mit | M| = X, und 7, die entsprechende 
Gruppe Ty = Su@®y, so bezeichnen wir mit J, das System aller Erweiterungen 
G(A) von A mit 

Tu < G(A). 
Fiir zwei Mengen MM, und M2 mit 


8,,=|Ih| <| Me] =X, 


gilt 
Tu,~< Ty, 

also geniigt eine Erweiterung G'(A), wofiir Tu, < G(A) gilt, auch 77, < G(A), also 
Tere 


Daraus folgt 


Satz 4.6. Die J, bilden eine — im Sinne der Inklusion — absteigende wohlgeordnete 
Unmenge. 

In der Verbandstheorie nennt man jede nicht leere Teilmenge J eines Verbandes ein 
duales Ideal, wenn J mit den Elementen a, b auch a Q b und mit a auch x = aenthalt. 
In diesem Sinne kann man also sagen, daB die J, ein pseudo-duales Ideal bilden. 


5. Die zerfallenden Erweiterungen yon A. Die zerfallenden Erweiterungen G = 
=A ‘ B von A sind dadurch gekennzeichnet, daB G das Produkt ist eines Normal- 
teilers A und einer die Restklassen modulo A reprasentierender Untergruppe B. 


. 


A 


a” 
. 


é 


7 


a 
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Das Holomorph H(A) einer Gruppe A ist eine zerfallende Erweiterung von A: 
H(A) = A+ WA): 
Satz 5.1. Dann und nur dann zerfallt die Erweiterung G von A, wenn G < H(A) gilt. 


Beweis. Es sei @ = A - B eine zerfallende Erweiterung von A. Bezeichnet man den 


von 6 in A induzierten inneren Automorphismus mit gp, so ist die Abbildung 


N:a-b—->a:gy 


eine A-homomorphe Abbildung von G in H: wenn 
ab) > a190,, Ab, > azqo,, 
so gilt fiir: 


—1 —1 
a,b, agbe => a, ae bi be —> ayabi Pb,b, 


und rechts steht genau das Produkt a1 gp, + a2 Pb,: 


Wenn umgekehrt fiir eine Erweiterung G von A gilt 


G< H(A), 


so gibt es eine A-homomorphe Abbildung 7: G@— H. Sei B das vollstindige 7- 
Original von (A) in G, so mu8B AM B=e sein. Jede Restklasse modulo A in G 


—enthalt also héchstens ein Element 6 ¢ B. Wenn 


NJ GaP, 
so gilt 
b=alg 9, 
also 
g=ad. 


Diese Schreibweise ist eindeutig, es ist G/A ~ B, also ist G = A- B eine zerfallende 
Erweiterung von A. 

Man nennt ein nicht leeres Teilsystem ¥% eines Pseudoverbandes ein Pseudoideal, 
wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind: 

1. ¥ enthalt mit a und b auch a Ub; 

2. F enthalt mit a auch jedes Element ¢ <a. 

Wenn es in ¥ ein Element a gibt derart, daB % genau aus allen Elementen 6 mit 
b <a besteht, so nennt man ¥ ein Pseudohauptideal % = (a), erzeugt von a. Aus 
Satz 5.1 folgt sofort 


Satz 5.2. Die Klassen der zerfallenden Erweiterungen G von A bilden ein Pseudo- 
hauptideal (H (A)) in V(A), erzeugt von der Klasse des Holomorphs H(A) von A. 


6. Zusammenhang Zwischen dem Pseudoverband P(B) einer Gruppe B und den 
Pseudoverbinden P(C;) der direkten (oder freien) Faktoren C; von B. Fiir weitere 
Untersuchungen brauchen wir den Zusammenhang zwischen dem Pseudoverband 
P(B) aller Klassen von Erweiterungen durch B und den Pseudoverbinden P(C;) 
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aller Klassen von Erweiterungen durch C;, wenn B das direkte Produkt (bzw. das 
freie Produkt) der ©; ist. Den Zusammenhang zwischen P(B) und P(Q;), wenn 
B= "x C;, ist, habe ich in der Arbeit [2] auseinandergesetzt. Die analogen Resultate 


Eoliae aber auch, wenn man ,,direktes Produkt‘ durch ,,freies Produkt“ ersetzt. Wir 
geben kurz die Resultate fiir den Fall B = * O; (also auch fiir den Fall B = nn C;). 


Es sei B = * O; (i € I) das freie Produkt aa Gruppen O; und G (a) eine Erweiteraua 


durch B. Zu veda Komponente C; gehért ein Pseudoverband P(C;). G(a) induziert 
auf natiirliche Weise eine Erweiterung H;,(o;) durch C;. Es ist Hy das vollstandige 
Original von C; in @ (hinsichtlich der Abbildung o) und hyo, = no = 4 € Cy: Hi (0%) 
enthalt den Kern K (co) von o und H; N H; = K (o) fiir’ +7. Wenn G(o) < G(o'), so 
gilt auch fiir die induzierten Erweiterungen H;(o;) und H;(o;) : Hi(o1) < H, (a;). Ver- 
wandte Erweiterungen G(c) und G’ (o’) durch B induzieren also verwandte Erweite- 
rungen H;(o;) und H;(¢;) durch den Faktor C; von B. Wenn umgekehrt eine Erweite- 
rung H;(o;) durch C; gegeben ist, so ist auch eine Erweiterung G (a) durch B zu be- 
stimmen 


G(o) = (Hi* (,#,C;)) (0), 


mit go = (hicy,cj,°**he-++)o = (hy 0%) G,c),°** (haox) ++» € B; diese G(c) induziert ge- 
nau die urspriinglichen Erweiterungen H;(o;) durch C;. Sind H;(01) und H2(o2) Er- 
weiterungen durch den Faktor C von B, und Hj(01) < H2(o2), so gilt auch fiir die 
induzierten Erweiterungen G1 (01) und G2(oz) durch B: G1(01) < G@2(62). 

Die Abbildung @®, welche einer Erweiterung G(c) durch B die induzierte Erweite- 
rung H;(o;) durch den Faktor C; von B zuordnet, ist also eine verbandshomomorphe 
Abbildung von P(B) auf P(C;). AuBerdem enthalt P(B) einen Teilpseudoverband 
P*(C;), den man verbandsisomorph auf den Pseudoverband P(C;) abbilden kann und 
derart, daB der Durchschnitt (bzw. Vereinigung) der Klassen in P*(C;) mit dem ent- 
sprechenden Durchschnitt (bzw. Vereinigung) derselben Erweiterungen in P(B) iiber- 
einstimmt. Sei G(c) eine Erweiterung durch B und H;(o;) die von G(c) induzierten 
Erweiterungen durch die Faktoren C; von B; es gilt Hj 0 Hj = K(o), i+j. Wir 
bilden nun das freie Produkt 


F(n) = [*Hi (oi) | K(o)] (n) 


der H;(o;) mit vereinigtem Normalteiler K (a). Es ist F (7) eine Erweiterung durch B 
und #'(7) induziert genau die urspriinglichen Erweiterungen H;(o;) durch Cj; es sind 
G(o) und F(y) verwandte Erweiterungen durch B. Ist nun H;(o;), ie J, irgendein 
System von Erweiterungen durch C;, K (o;) der Kern von oj; und bilden wir die Er- 
weiterungen 


H;(o;) = (Hi (oi) ,* K (o4)] (0;) 


(hi, hj, ky, + ++ i++) 0; = (ha, 0%) > (hi, 01) 


> 


~~ H;(o;), und fiir die H;(o;) tritt genau der Fall auf, daB H; 0 A= == 
= * K(o;) = K. Bilden wir das freie Produkt der H; ;(o,) mit dem vereinigten Noma 
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teiler K = *K (o;), so entsteht eine Erweiterung (oc) 
G (a) = [*H;(0;)| K] (0) 


die genau die H;(o,) als Erveiterungen von den Faktoren O; von B induziert. Da man 
jede Erweiterung G(o) durch B auf diese Weise bekommt, hat man folgendes Resultat 
(das wir nun allgemein formulieren): 


Satz 6.1. Jede Erweiterung G(o) durch B= *Q; (ie I) (oder B= X Cy) bestimmt 
4 i 


auf eindeutige Weise ein System von Erweiterungen H;(o;) durch die Faktoren Cy von B. 
Umgekehrt kann man mit Hilfe irgendeines Systems von Erweiterungen H;(o;) der 
Faktoren O; von B durch Ubergang auf gewisse verwandte Erweiterungen H;,(o,) von O; 
erreichen, dap die entstehenden Erweiterungen H,(a,) einen gemeinsamen Normalteiler 
K besitzen. Das freie Produkt der H;(c,) mit dem vereinigten Normalteiler K gibt dann 
eine Erweiterung G(c) durch B, die wmgekehrt genau die Klassen der urspringlichen 
Erweiterungen H;(o;) bestimmt. 

Daraus folgt: wenn B das freie (oder das direkte) Produkt der Faktoren C; ist, so ist 
P(B) das kardinalgeordnete Produkt der Pseudoverbinde P(C;) der Faktoren C; von B. 
Daraus folgt, daB die Erweiterung G(co) durch B dann und nur dann zerfallt, wenn 
alle induzierten Erweiterungen H;(o;) durch C; (¢ € I) zerfallen. 


7. Ist das System P(B) eine Menge? Der Pseudoverband P(B) einer freien Gruppe 
B besteht nur aus einem Element. Wenn aber B nicht frei ist, so ist nicht bekannt, ob 
in allen anderen Fallen P(B) keine Menge (also eine Unmenge) ist. Mit Hilfe eines von 
Bakr gegebenen Beispiels kénnen wir ein Klasse von Gruppen B geben, wofiir P(B) 
keine Menge ist. Dazu benutzen wir die folgende Konstruktion. 

Es sei G = G(c) eine Erweiterung durch B, o die homomorphe Abbildung von G 
auf B mit dem Kern K(o); A sei eine zweite Erweiterung von K(c) (also auch 
K (oc) <j H). Wir bilden das freie Produkt F von G(c) und H mit vereinigtem Normal- 
teiler K (a), 

F = G(o)*H|K(o 


Die Abbildung 7 mit gy = go und hy = e induziert eine homomorphe Abbildung von 
F auf B,d.h. F'(y) ist eine Erweiterung durch B. 

Der Kern K () von 7 ist der kleinste Normalteiler in F, erzeugt von H. Wir haben. 
weiter 


T= G(G)e e107) OG (a) =) 1 (0). 


Jedes Element von G hat die eindeutige Form g = k - g und die identische Abbildung 
von g auf k- g beweist, daB 

F(n) < G(o). 
Fir F'(n) gilt K(c) <j F(y), also 


F(n)/K (o) = G(o)/K (a) * H/K(o), 


d. h. F(7)/K (o) ist ein freies Produkt von Gruppen, wovon der erste Faktor isomorph 
mit B ist. Wir setzen nun voraus: 


18* 
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1. G(a) sei eine nicht zerfallende Erweiterung durch B 


und 

2. B sei frei irreduzibel. 
Man kann dann beweisen, daB die Erweiterung F'(7) ebenfalls eine nicht tiber K (7) 
zerfallende Erweiterung durch B ist. Angenommen, dai F (7) zerfallt, also 


F(n) = K(n):V, K(n)OV =e. 


Wir bilden das Produkt W = V+ K(a) und W* = W/K (a); es ist W C F'(n). Fir die 
Klasse f* = K(o)f, f € F, gilt 
W*!* \ H* = (Wl H]/K (oc) = [K (0) VSN H)/K (a) = K(o) (VIO H)/K (a) 
C K (0) [VFO K (n)]/K (o) = K(o) [V0 K (n)¥/K (0) =e. 
Also: alle zu W* in F* konjugierten Untergruppen haben mit H* den Durchschnitt e. 
Wir wenden nun den Untergruppensatz an auf die Untergruppe W* von F* = 


= G*(a)* H* (siehe z. B. W. Specut [8], 8. 188). Der Untergruppensatz gibt fiir die 
Untergruppe W* von F*: 


W* ist freies Produkt von G* Q W*** und Faktoren H* A W*!", 


also in unserem Fall: 


W* ist freies Produkt von Faktoren der Form @* AQ W**". 


Es ist aber vorausgesetzt, daB W* ~ B frei irreduzibel ist. Daraus folgen zwei Még- 
lichkeiten : 

(a) W ist eine unendliche zyklische Gruppe; also sollte auch B eine unendliche 
zyklische Gruppe sein und alle Erweiterungen durch B zerfielen im Widerspruch zu 
unserer Voraussetzung 1. 

(b) W* ist konjugiert zu einer Untergruppe von G*. Es ist aber 


Pe Gs K* (yn) GEOR (ny es 
ER WH K* (yn) WOK Male, 
Also sind G* und W* beide Komplemente von K* = K (7)/K(c) in F*, also @* und 


W* in F* konjugiert, d. h. dafS G(c) konjugiert ist mit W = K(c)- V. Also gibt es 
ein Element z ¢ F mit 


G = W?= K(o): Ve = K(o)- V2 (da K(c) <j F). 
Ks ist VM K(n) = e, also VM K(o) = V2? K(c) =e 


Also ist V? Komplement von K (oe) in G, d. h. @(o) zerfallt iiber K (o) in Wider- 
spruch zu unserer Voraussetzung. Also gilt das 


Lemma Hl. Wenn die Erweiterung G(o) durch B nicht zerfillt und B fret irreduzibel 
ist, so zerfillt auch die Erweiterung F (yn) = {G(a) * H| K(o)} (y) nicht. 


Man mu nun noch beweisen, daB die Méglichkeit F(n) » G(o), also G(a) < F(n), 
ausgeschlossen ist. Wir beweisen die Unméglichkeit einer B-homomorphen Abbildung 


&: F(n) > G(o) 


/ 
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unter der Voraussetzung, da es keine homomorphe Abbildung von H in G gibt auBer 
der trivialen Abbildung von H auf e € G. Giibe es einen B-Homomorphismus 


§: F(n) > Go), 
Kern von & sei K (é), dann bildet € ein Element f = kgihigoho +++ Gnhn ab auf 
3 (Grde-**n)é 
. und go = géo; & wire also eine idempotente Abbildung und 
F(n)=K(é)-Gé, K(E)NGE=e, 


mit G& = B, also zerfiele F (7), im Widerspruch zu unserem Resultat von Lemma ITI. 
Wir haben also das 


Lemma IV. Wenn G(o) eine Erweiterung durch B ist, wo B frei irreduzibel ist, H 
eine Erweiterung des Kerns K (ca) von o, so dap keine homomorphe Abbildung von H in 
G existiert auBer der trivialen Abbildung von H auf e € G, so ist 


F(y) = {@(o) *H|K(o)}(q), gn =go, hyn =e, 
eine nicht-zerfallende und echt-kleinere Erweiterung durch B. 


Die Forderung, da die Gruppe B frei unzerlegbar ist, ist zu stark. Sei naémlich 
i= * O;, wo O; frei irreduzible Faktoren von B sind, so ist die von dem Faktor O; 


induzierte Erweiterung 


Fi(m) = {Hi (oi) * H| K(o)} (n), 


wenn wir mit H;(o;) die von C; in G(o) induzierte Erweiterung bezeichnen. Mit Hilfe 
des Satzes 6.1. erhalt man: 

G(o) zerfallt dann und nur dann, wenn die samtlichen H;(o;) zerfallen. Wenn H;(0;) 
nicht zerfallt, so zerfallt auch F;(7;) durch C; nicht; die Py (7;) zerfallen dann und nur 
dann, wenn F'(7) durch B zerfallt. Damit haben wir bewiesen 


Satz 7.1. Wenn G(c) eine Erweiterung durch B ist, wo B das freve Produkt ist von 
fret irreduziblen Faktoren C;,, H eine Erweiterung des Kerns K (oc) von o, so dap keine 
homomorphe Abbildung von H in G existiert auber der trivialen Abbildung von H auf 
e€G, so ist 

F(n) = {G(c)* H|K(o)}(y), gn=go, hn=e, 


eine nicht-zerfallende und echt-kleinere Erweiterung durch B, d.h. 
F (yn) < G(o), aber nicht F(n) ® G(o). 


Wir geben nun zum Schlu8 mit Hilfe dieser Konstruktion ein Beispiel eines 
Pseudoverbandes P(B), der keine Menge ist. Dazu benutzen wir Resultate von 
A. RosENBERG [6]: Es sei G die Gruppe aller nicht-singularen linearen Transforma- 
tionen eines Vektorraumes JM iiber einen Korper D, dim M = [M: D] = Nz; es 
werden nun die Normalteiler von G bestimmt. Fiir eine beliebige (unendliche) Kardi- 
nalzahl &, < X, sei %y die Menge aller linearen Transformationen F mit dim F< 
< &, und G,) die Untergruppe von G aller Elemente 1 + Ff, Fe %). 
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Bezeichnet man die multiplikative Gruppe von D mit D*, das Zentrum von D* mit ~ 
Z*, so gibt es fiir einen Normalteiler N von @ nur zwei Méglichkeiten: 

(i) N=H-1x Gyqa),0 <» Sp, wo H eine Untergruppe von Z* ist; 

(ii) N ist irgendeine Untergruppe von Z* - 1 x Goq). 

Im besonderen ist Z* +1 @yqa) = Gy ein maximaler Normalteiler von G und 
G/G, ist also einfach. 

Es sei nun C eine unendliche zyklische Gruppe, B die endliche zyklische Gruppe 
C(n) und o die natiirliche homomorphe Abbildung von C auf C(n) mit dem Kern 
K (a) = C”. Wir definieren: G, sei die Gruppe aller nicht-singuléren linearen Trans- 
formationen eines Vektorraumes SQ itber dem Kérper Ro der rationalen Zahlen und 
dim M = [IM: Ro] = Nv = No. G, enthalt als Zentrum die Gruppe R*¥ (wenn RF die 
multiplikative Gruppe aller rationalen Zahlen ist) und enthalt also eine unendliche 
zyklische Gruppe C = C'-1, also auch Cn = C”-1 und es ist C” < @. Wir kon- 
struieren nun die obengenannte Gruppe 


Fyu(nu) = {C * Gy|O} (Hu). 


Man sieht nun sofort, da8 fiir die Erweiterung F,,(n,) durch B = C(n) die oben- 
genannten Bedingungen erfiillt sind: C'(n) ist frei irreduzibel und weiter gibt es keine 
homomorphe Abbildung von G, in C auBer der trivialen Abbildung von G, auf e € C. 
Ware namlich 7 eine solche homomorphe Abbildung 


7: Gy>C 
mit dem Kern K (7), so ware G/K (yj) ~ Untergruppe von C, also 
| Gu) K (n)| S Xo. 


Nun ist aber |@,/K (7) | = 28« und das ergibt einen Widerspruch. Es ist also Fy, (yy) 
eine nicht zerfallende Erweiterung durch C(n) und 


Fu(nu) < G, aber nicht Fy(ynyu) Gy. 
Nun beweist man leicht, da8 fiir X,, > , die Relation 
Pu(qu) < Fw (nw) 
ausgeschlossen ist, d. h. daB es keinen C(n)-Homomorphismus 
é a Fy > Fy 


geben kann. Damit ware bewiesen, daB8 der Pseudoverband P(B) keine Menge ist 


(denn jedenfalls sind die F,(,) echt kleiner als Gy und die Klassen {Fx (yu)} sind ver- 
schieden!). 


Ware nun 
E “ {C * Gy 


On (Qu) > {C * Gy |C} (7u) 


ein C(n)-Homomorphismus, so kénnte ein Element von G, durch & (wegen der 
groBeren Machtigkeit von G,) nicht in @ und nicht in Gy abgebildet werden, d. h. é 


ware eine Abbildung von F,,(,) in O; das fiihrt aber wieder zu der Zerfallung von 
Py durch C'(n), also zu einem Widerspruch. 
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Bemerkung. Mit Hilfe der Rosenperaschen Resultate erhalt man einen kurzen 
_ Beweis fiir die zweite Halfte von Satz 4.3. 

Wir setzen voraus, daB Z* das Zentrum der multiplikativen Gruppe D* eines 
Kérpers D ist und wir betrachten das System aller Erweiterungen von Z*, Sei © (Z*) 
eine Erweiterung von Z* und 

| G(Z*)| =&,. 


Es sei G(Z*) die Gruppe aller nicht-singuléren linearen Transformationen eines 
Vektorraumes 9 iiber den Kérper D, 


dim [ts D|'= Nj > NX, . 


G(Z*) hat das Zentrum Z* - 1 und es ist |@(Z*)| = 2%. 
Ware nun G(Z*) < &(Z*), so giibe es eine Z*-homomorphe Abbildung 7 


1: G(Z*) > ©(Z*). 
Nennen wir K (7) den Kern von 4, so sollte 


G (Z*)/K (yn) ~& einer Untergruppe von & (Z*) 
sein, also sollte 


|G@(Z*)/K(y)| <B> 


sein. Nun sind die Moglichkeiten fiir den Normalteiler K (7) bekannt (siehe oben); in 
jedem Fall ist aber 
| K()| < 2¥e. 


Fir die Machtigkeit von G(Z*)/K (n) gilt also 
|G(Z*)/K (n) | = |G(Z*)| = 284 > &, 
und das gibt einen Widerspruch. 
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Verallgemeinerung eines Satzes von B. HUPPERT und J.G. THOMPSON 


Von 


ZVONIMIR J ANKO 


In der Arbeit [3] hat B. Huppert den folgenden Satz ([3], Satz 2) bewiesen: 

Sei M eine maximale Untergruppe einer endlichen Gruppe G. Ist M nilpotent mit 
lauter reguléren Sylowgruppen (P. Haut [2]), so ist G auflésbar. 

Als eine einfache Folgerung [4, Theorem 2] eines tiefliegenden Satzes [5, Theorem A] 
hat J. G. Tompson das folgende bemerkenswerte Resultat erhalten: 

Sei M maximale Untergruppe einer endlichen Gruppe @. Ist W/ nilpotent und un- 
gerader Ordnung, dann ist G auflésbar. 

In dieser kleinen Note werden wir eine einfache Zusammenfassung dieser beiden 
Satze geben. Unser Beweis ist eine Abwandlung des Hupprrtschen Beweises unter 
Verwendung eines WIELANDTschen Satzes. 


Satz. Sei M eine maximale Untergruppe einer endlichen Gruppe G. Ist M nilpotent 
mit regulérer 2-Sylowgruppe, so ist G auflésbar. 


Beweis. Wir beweisen den Satz durch Induktion nach der Ordnung (G) von @. Da 
sich die Voraussetzung des Satzes auf alle Faktorgruppen G/N mit N < M iiber- 
tragt, siehe M. Hatt [1, 8. 183], geniigt der Nachweis eines von 1 verschiedenen 
auflésbaren Normalteilers von G. 

Zunichst behandeln wir den Fall, daB (M) und (@: M) nicht teilerfremd sind. Sei 
p|(M) und p|(G@: M). Der Normalisator %(M p) der p-Sylowgruppe M, von M ent- 
halt natiirlich M und nach einem bekannten Satz iiber p-Gruppen gilt %(Mp) A Mp > 
> My. Also ist R( Mp) = Gund M, ist normal in G. Weiterhin kénnen wir daher an- 
nehmen, daB (M) und (G: M) teilerfremd sind. M ist somit eine nilpotente Hall- 
gruppe von G. 

Wir nehmen jetzt an, daB M eine p-Sylowgruppe von G ist. Fiir p = 2 ist die 
Gruppe G auflésbar nach dem Satz von Huppert und fiir p + 2 ist die Gruppe G auf- 
losbar nach dem Satz von THompson, 

Jetzt sei M keine Sylowgruppe von G. Wir kénnen annehmen, daB der Normali- 
sator jeder Sylowgruppe von M gleich M ist. Denn anderenfalls haben wir in G@ eine 
normale p-Untergruppe +1 und sind fertig. Hier sind wir imstande, das folgende 
Wretanptsche Resultat [7, Hilfssatz 9] zu verwenden: ,,Sei M eine nilpotente Hall- 
gruppe von G, aber keine Sylowgruppe von G. Jede Sylowgruppe von M habe in G 
den Normalisator M. Dann enthalt G einen zu M komplementiaren Normalteiler N ; 
fiir welchen also MN = G und MO N =1 ist. Wir bezeichnen diesen Normalteiler 
auch mit NV. Weiter bezeichnen wir mit N q eine von 1 verschiedene q-Sylowgruppe 


i. 7 
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von N. Dann ist nach einem Frattinischen SchluB G = N- (Ng), wo (Ng) den 
Normalisator von Ng in @ bezeichnet. Es folgt G/N ~ N(Nq)/(N(Nq) AN) ~ M. 
Wegen der Teilerfremdheit von (M) und (%(N_g) A N) gibt es nach einem Satz von 
Scuur [8, S. 125] eine Untergruppe LZ von %(Ng) mit L ~ M. Die Gruppe LF ist auch 
eine nilpotente Hallgruppe von G@ und nach WreLanpr [6] sind die Gruppen Z und M 
in G konjugiert. Die Gruppe L ist also maximal in G@. Es folgt %(N ) = G und die 
Gruppe J ist nilpotent. 


Korollar. Sei M eine maximale Untergruppe einer endlichen Gruppe G. Ist M nil- 
potent mit abelscher 2-Sylowgruppe, so ist G auflésbar. 


Zusatz bei der Korrektur. Wenn wir anstatt des Satzes von HuppErt einen neuen 
Satz von W. E. Desxkrys (A condition for the solvability of a finite group. Illinois 
J. Math. 5, 306—313 (1961)) im Beweis unseres Satzes verwenden, dann erhalten wir 
folgenden scharferen Satz: 

Sei M maximale Untergruppe einer endlichen Gruppe G. Ist M nilpotent mit einer 
2-Sylowgruppe von der Klasse < 3, so ist G auflosbar. 
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Verbandstheoretische Bemerkungen 
zum Fuchsschen Zeroidradikal der nichtassoziativen Ringe 


Von 


FERENC SzASzZ 


1. Finleitung. In der Ringtheorie besitzt der Begriff des Radikales als eines Ideales, 
das die Singularitit des Ringes in dem einen oder anderen Sinne miBt, eine besondere 
Wichtigkeit. Das Radikal wurde zuerst beziiglich spezieller assoziativer Ringe mit 
Minimalbedingung fiir Linksideale bzw. fiir Rechtsideale definiert. Spaéter wurden ver- 
schiedene Definitionen fiir das Radikal eines ganz beliebigen assoziativen Ringes dis- 
kutiert, die die Begriffe der Nilpotenz, der Quasiregularitaét und anderer Regularitits- 
begriffe beniitzten. Einige Radikale wurden auch fiir die nichtassoziativen Ringe 
eingefiihrt. 

Das Jacobsonsche Radikal von assoziativen Ringen, dessen eine Definition durch 
die Quasiregularitat gegeben werden kann, la8t sich sehr fruchtbar anwenden. Jedoch 
haben interessante Ringe ohne Nullteiler, wie z. B. der Ring aller rationalen Zahlen 
mit ungeraden Nennern und die diskreten Bewertungsringe, ein iiberfliissig groBes 
Jacobsonsches Radikal. Um dieses Problem der assoziativen Ringe ohne Nullteiler 
zu erledigen, hat L. Fucus [6] ein Radikal Z definiert, das in Ringen ohne Nullteiler 
immer (0) ist, und dessen Definition die Linksnullteiler und Rechtsnullteiler beniitzte. 
Das Zeroidradikal von L. Fucus ist Z = Z,; AN Z,;, wobei Z; bzw. Z, der Durchschnitt 
aller maximalen unter denjenigen Idealen J; bzw. J, des Ringes A ist, in denen jedes 
Element ein Linksnullteiler bzw. Rechtsnullteiler von A ist. Auch eine schéne additiv- 
idealtheoretische Eigenschaft von Z, wurde in [6] gezeigt. Da die Frage des Zeroid- 
radikales von A/Z noch offen geblieben ist und der durch ein Element a erzeugte 
endliche Ring A = {a} mit den Relationen 2a = a3 + a2 = 0 (a2 +0, |A| = 4) 
ein vom klassischen Radikal verschiedenes, gréBeres Zeroidradikal hat, kann Z bis 
jetzt noch als kein Radikal im Amrrsurschen oder Kurosschen Sinne angesehen 
werden. 

In der vorliegenden Note wird ,,Ring“ stets einen nicht notwendig assoziativen 
Ring bedeuten. Nun ist unser Zweck mehrfach. 

In Abschnitt 2 wird gezeigt, da} der Begriff von Z,; und die wichtigsten Eigen- 
schaften von Z; wesentlich nicht ringtheoretisch, sondern — allgemeiner — verbands- 
theoretisch sind. Deshalb betrachten wir, wie tiblich, einen beliebigen vollstandigen 
Verband V statt des Idealverbandes des Ringes, und dann kénnen wir einen solchen 
Radikalbegriff (fiir jedes 2 eV) einfiihren, der als Spezialfall das Zeroidradikal ent- 
halt. Zu jeder Menge I von sog. oberen e-Klassen von V wird das I-Radikal eines 
Elementes « €V definiert. Ist V zugleich ein — gewissen ziemlich allgemeinen Be- 
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_ dingungen geniigendes — Gruppoid, so laBt sich das IN-Radikal als Durchschnitt von 
-Primelementen darstellen, und somit gilt eine volle Analogie mit dem Zeroidradikal 
[6]. 
In Abschnitt 3 wird gezeigt: Jedes Ideal eines Ringes, das ein Durchschnitt von 
_ Primidealen ist, kann ebenfalls als ein Radikal Zy(0) angesehen werden. Demnach 
_ sind sowohl die wichtigsten Radikale [2], [4], [6], [8], [14] der assoziativen Ringe, als 
auch das Krull-McCoysche und das van Leeuwensche Radikal eines Ideales des 
assoziativen Ringes stets Yt-Radikale im Idealverband des Rings. Wir betrachten 
auch weitere spezielle 3t-Radikale, die durch eine Menge von interessanten Teil- 
mengen des Ringes, von sog. Teilmengen mit Eigenschaft (*) bzw. von Blécken, 
bestimmt sind. 
In Abschnitt 4 wird ein Satz aus Abschnitt 6 in [6] verallgemeinert, und eine andere 
Behauptung aus Abschnitt 6 in [6] berichtigt. 
Fiir die gefallige Hilfe in der Abfassung dieser Note danke ich Herrn Professor 
L. Fucus. , 


2. Grundlegende Definitionen. Zwei Satze. Es sei V ein vollstandiger Verband mit 
dem kleinsten Element 0 und dem gréB8ten Element 7. Eine Teilmenge K werde eine 
obere Klasse von V genannt, wenn aus xe K und « < y stets ye K folgt. Die leere 
Menge @ sei ebenfalls eine obere Klasse von V. Ersichtlich ist K = V genau dann, 
wenn 0c K gilt. 

Hine obere Klasse K heifBe eine obere Klasse endlichen Charakters, kurz eine obere 


e-Klasse, wenn aus \/ x, ¢K die Existenz einer endlichen Teilmenge 4 von I’ mit 
yer 


\_) x; € K folgt. Offenbar sind sowohl der mengentheoretische Durchschnitt von end- 
6E4 


lich vielen oberen e-Klassen, als auch die mengentheoretische Vereinigung von be- 
liebig vielen oberen e-Klassen eine obere e-Klasse von V. 
Sei x ¢ K (xe J) fiir eine obere e-Klasse K. Ein Element y € V werde im Falle 
xUuyé& ein (K, x)-Element genannt. Offenbar ist x selbst ein (K, x)-Element. 
Ein Element z¢V heiBe ein strenges (K, x)-Element, wenn y U z fiir jedes (K, «)- 
Element y ein (K, x)-Element von V ist. Hiernach ist jedes strenge (K, x)-Element 
auch ein (K, x)-Element. 


Satz 1. Die Vereinigung zx (x) aller strengen (K,x)-Elemente z ist ebenfalls ein strenges 
(K, x)-Element. Dieses stimmt mit dem Durchschnitt aller maximalen (K, x)-Elemente 
diberein. 


Beweis. Sind 2,...,2, strenge (K,«)-Elemente und y ein (K, x)-Element, so 
ist 213U...U 2, wegen 


el eS) imate UO (29... (zn UY),)) 
ein strenges (K, x)- Element von V. Es sei nun zx(x) =\/z,, wobei jedes 2, ein 
yel 


strenges (K, a)-Element ist. Aus V2 UyUxeKk folgt \/w, eK mit w,=2,U 


ye yer 
UyU«. Nach dem endlichen Giataciey von K existieren endlich viele y1, ye, 
15 Yn mit w, U...Uw, 6K, woraus 2,,U..U2%,U yUxeEK und damit ein 


q 
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Widerspruch folgt. Also ist die Vereinigung zx (x) (= 2, €V) ebenfalls ein strenges- 
(K, x)-Element von V. ; 

Da wegen des endlichen Charakters von K die Vereinigung jeder aufsteigenden 
Kette von (K, x)-Elementen ebenfalls ein (K, x)-Element ist, und somit das Zornsche 
Lemma angewandt werden kann, existiert zu jedem (K, x)-Element y € V ein maxi- 
males (K, x)-Element meV mit m => y. Zu festgewihltem x(¢K, eV) sei do der 
Durchschnitt aller maximalen (K, «)-Elemente von V. Ist y ein beliebiges und m ein 
maximales (K, x)-Element mit y < m, so gilt 


dgVyUxsmUmVax=mUxEek, 


und somit auch dj) Uy Ux¢ K. Daher ist do ein strenges (K, x)-Element, woraus 
do < 2x(x) folgt. Ist umgekehrt m ein maximales (K, x)-Element, so ist zx(x) Um 
ebenfalls ein (K, x)-Element, denn zx (z) ist ein strenges (K, x)-Element. Wegen der 
Maximalitait von m ergibt sich m = zq(x) Um und zx(x) < m, also auch zx(x) S 
< do =/\m,,. Folglich ist 2x (x) = do, w.z.b. w. 


Definition. Hs sei M eine Menge von oberen e-Klassen K, von V. Fiir xe V wird 
der Durchschnitt aller zx,(a), fiir diex¢K, und K,€M gelten, mit zy, (x) bezerchnet 
und das IN-Radikal von x genannt. Im Falle xe K (K EM) sei zx (x) = 1. 


Es sei nun V ein vollstandiges Verbandsgruppoid, d. h. V sei sowohl ein vollstén- 
diger Verband als auch ein multiplikatives Gruppoid, in dem gilt: 


l)na36 = aio; 
2). (a0b)-¢ jeacUbe~ 
3) a-(bUc) SabUac. 


Kine Teilmenge K des Verbandsgruppoides V heiBe ein oberes e-Klassengruppoid 
von V, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind: 


1’) K ist eine obere e-Klasse des Verbandes JV ; 
2') K ist ein Teilgruppoid des Gruppoides V. 


Die leere Menge @ sei auch als ein oberes e-Klassengruppoid von V angesehen. 

Man sieht, daB K wegen ki- kage K, kykg < ki ke und wegen der Definition 
der oberen Klasse ein duales Ideal (Filter) des Verbandes V ist. Sowohl die mengen- 
theoretische Vereinigung jeder aufsteigenden Kette von oberen e-Klassengruppoiden 
als auch der mengentheoretische Durchschnitt von endlich vielen oberen e-Klassen- 
gruppoiden ist ebenfalls ein oberes e-Klassengruppoid von JV. 

Hs sei nun Xt eine beliebige Menge von oberen e-Klassengruppoiden des Verbands- 
gruppoides V, Dann kann das Jt-Radikal zy,(zx) fiir jedes 2 EV durch die obige ,,De- 
finition erklirt werden, und es gilt « < zy(#) <7. Fiir ze K sei wiederum zx (e)i== 
= 2 gesetzt. 

Kin Primelement p von V ist ein Element, fiir das aus ab < p (a,beEV) stets 
a =p oder b < p folgt. Hiernach ist i ein Primelement von V. 


Satz 2. Hs set V ein vollstindiges Verbandsgruppoid mit den Axiomen 1), 2) und 3), 
K ein oberes e-Klassengruppoid in V und «eV, x ¢ K. Dann ist jedes maximale 


ul 


Wy 
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(K, «)-Element m in V prim. Das %t-Radikal zy (x) = /\ zx (x) ist der Durchschnitt 
: Kem 

von Primelementen fiir jede aus lauter oberen e-Klassengruppoiden von V bestehende 
Menge Xt. 


Beweis. Die zweite Behauptung folgt nach dem Vorigen aus der ersten, Nun sei m 
ein maximales (A, x)-Element. Im Falle ce; < m, co 4 m (cj EV) gelten cy Um > m 
und co Um > m. Wegen der Maximalitiét von m ergibt sich cy Um Uae K und 
cg UmUxek. Da K nach 2’) ein Teilgruppoid von V ist, folgt 


Mo = (CrUMU2) (CoQUMUR)EK., 


Nach 2) und 3) gilt mo Sc, + cg Um U x und nach der Definition der oberen Klasse 
erhalt man cjcg Um Uae K. Demnach ist cycg Um kein (K, x)-Element. Daher 
cyco Um =m und cycg & m. Also ist m ein Primelement von V. 


3. Anwendungen auf universale Algebren, insbesondere auf Ringe. I) Es seien A eine 
universale Algebra im Sinne von BrrKuHorF [3], V ein vollstaéndiger Teilverband des 
vollstaéndigen Verbandes aller Teilalgebren von A. Dann laBt sich ein Radikal Zp (X) 
fiir jedes X € V und jede aus oberen e-Klassen bestehende Menge St nach dem Satz 1 
definieren. Insbesondere gelten die Satze 1 und 2 auch fiir die Verbandshalbgruppen 
selbst. 

IT) Es seien A ein beliebiger Ring und V der Verband aller Ideale. Beziiglich der 
Multiplikation der Ideale von A gelten 1), 2) und 3), wobei B- C fiir die Ideale B 
und C von A der Durchschnitt aller Ideale J, mit I, 2D {bc/b ¢ B,c eC} und BUC 
die Menge aller Elemente 6 + c mit be B, ce C sind; somit ist V tatsachlich ein 
vollstaindiges Verbandsgruppoid im Sinne von Abschnitt 2. Es sei nun K ein oberes 
e-Klassengruppoid von V und I ein Ideal von A. Ist Je K, so sei Zx(1) =A. Im 
Falle J ¢ K kann dem Ideal J ein Radikal Zx (J) mit den Eigenschaften Z% (I) eV, 
I CZx(L) nach den Satzen 1 und 2 zugeordnet werden. Dann ist Zx (J) nach dem 
Satz 2 ein Durchschnitt von Primidealen von A. Ist nun Xt eine Menge von oberen 
e-Klassengruppoiden von V, so sei Zy(I) =/\Zx(I) das N-Radikal des Ideales 3 

Ken 


beziiglich des Ringes %. Fiir dieses gilt Satz 2. 

III) Es sei, umgekehrt, D ein Durchschnitt von Primidealen P (PeJ/) eines be- 
liebigen Ringes A. Wir zeigen, daB D ein Xt-Radikal des Ideals (0) beziiglich A ist. 
Es seien namlich C(P) die Komplementérmenge von P in A und K(P) die Menge 
aller Ideale J, von A so, daB I, 4 C(P) nicht leer ist. Dann ist K(P) offenbar ein 
oberes e-Klassengruppoid im Verbandsgruppoid V aller Ideale J von A. Ferner sei 3¢ 
die Menge aller oberen e-Klassengruppoide K(P) mit PeJ//. Dann ist D = Z,y,(0), 
w.Z.b. w. 

IV) Nach IIT) ist jedes Radikal von A, das der Durchschnitt von Primidealen ist, 
als ein Xt-Radikal Z,(0) im vorigen Sinne anzusehen. Dies gilt im speziellen Falle 
von assoziativen Ringen A z. B. fiir die Radikale von Barr und McCoy und fiir die 
von JAcoBsoN, von Brown-McCoy und von Fucus. Das letztere gehort zur Menge 
N = {ki, K,},.die so definiert wird: Fir & = 1 baw. r sei K;, die Menge aller Ideale J, 
von A mit J, M; + 2, wobei M; bzw. M, die Menge aller Nichtlinksnullteiler 
bzw. Nichtrechtsnullteiler von A ist. 


Cae nd i 
% 
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V) Die letzte Konstruktion von IV) kann folgendermaBen verallgemeinert werden. 
Wir betrachten im Ring A Teilmengen M mit der Kigenschaft: 
(*) O¢ M, ferner folgt aus 11AM+ 2 und 120M + © stets Nh: lzaA0M+ 2 
fiir beliebige Ideale I, von A. 


Ist nun M eine (eventuell leere) Teilmenge mit der Eigenschaft (*), so bilden die 

Ideale J, mit I, 0 M + © ein oberes e-Klassengruppoid im Verbandsgruppoid aller 
Ideale. Die Komplementiirmenge C(M) von M in A braucht kein Ideal zu sein. Ist 
aber C(M) ein Ideal von A, so ist es ein Primideal. 
’ Unter einem Block des assoziativen Ringes A verstehen wir eine Teilmenge M mit 
der Eigenschaft (*) derart, daB aus ¢ M stets x" € M fiir jede natiirliche Zahl n 
folgt. Offenbar ist jede multiplikative Teilhalbgruppe M von A, fiir die 0 ¢ M gilt, 
ein Block von A. Es existieren Blocke, die keine multiplikativen Teilhalbgruppen von 
A sind. Die Komplementirmenge des Nullelementes ist in einem von einem Schief- 
kérper verschiedenen einfachen Ring A mit von Null verschiedenem Sockel offenbar 
eine Teilmenge mit der Eigenschaft (*), aber kein Block. Ist A kommutativ und 
assoziativ, und ist die Komplementairmenge C (J) einer Teilmenge M mit der Eigen- 
schaft (*) ein Ideal, so ist M notwendig eine multiplikative Halbgruppe von A mit 
Og M. 

Nach den Satzen 1, 2 und II), II) umfaBt Z (7) fiir jede Menge %¢ von oberen 
e-Klassenhalbgruppen der Verbandshalbgruppe aller Ideale und fiir jedes Ideal J von 
A den Durchschnitt aller Primideale von A, der mit dem Baerschen unteren Nilradikal 
tibereinstimmt. 

Ks seien nun Ul eine Menge von Blécken des assoziativen Ringes A und 9 die Menge 
aller solchen oberen e-Klassenhalbgruppen AK, von V, die durch die Blécke M,eU 
folgendermafen definiert sind: Ein Ideal J; von A gehért dann und nur dann zu K,, 
wenn J; M,+@ ist. Dann gilt: fiir jedes Je V umfaBt Z_(Z) auch das obere 
Nilradikal NV. 

Ks sei namlich L ein beliebiges (K, [)-Ideal von A (Ke, LEV). Es geniigt 
offenbar N + L + Ie K zu bestatigen. Sonst ware (V + L + I) A M + g, wobei 
M der zu K gehérende Block von A ist. Daraus wiirde aber ein Widerspruch folgen. 
Es gabe namlich Elemente ne N, le L, j¢ IT und me M mit n+1 +47=m und 
wegen 7 € NV einen Exponenten k mit n* = 0, Nach dem distributiven Gesetz ergiibe 
sich 

mét —(n+1+jskeMn(L+ 1), 


denn M ist jetzt ein Block von A. Da L ein (K, J)-Element von V ist, miiBte (Z + INN 
OM = © gelten, was ein Widerspruch ist. Also gilt N+ 2+ ¢ K, folglich 
N CZ (1), w.z.b. w. 

VI) Offenbar ist die Menge M, bzw. M, aller derjenigen Elemente von A, die in A 
keine Linksnullteiler bzw. keine Rechtsnullteiler sind, eine multiplikative Halbgruppe 
des assoziativen Ringes A mit 0 ¢ M, bzw. 0 ¢ M,. Dann definiert die Menge 2 von 
Blocken M, und M, von A im Sinne von V) genau das Fuchssche Zeroidradikal 
4=4,0Z,, als ein spezielles -Radikal Z,(0), wobei 2 — {Ki, Ky} ist. 

In einem assoziativen Ring A bilden die Linkseinheiten eine multiplikative Halb- 
gruppe M mit 0 ¢ M. Ferner bilden sowohl die Linkseinselemente von A als auch jedes 
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idempotente Element (+ 0) allein eine multiplikative Halbgruppe M mit 0 ¢ M. Es 

_ seien A ein assoziativer Ring, G ein A-Rechtsmodul, N ein A-Teilmodul von G, ferner 
H, und Hy beliebige Teilmengen von @ mit H; c Hz, und 0 ¢ He. Dann ist jede der 
nachstehenden Teilmengen eine eventuell leere multiplikative Halbgruppe Mj von A 
mit 0¢M;(j=1,2,3,4): 


My ={z|\eeA,Nae=N}} 
Mz = {x|\xeA,nz=n fir jedes ne N}; 
Ms = {x|ve A, Hox C Hj}; 
M,= {x|xe A, Hoac Hy}. 


Diese Halbgruppen M; definieren in V eine obere e-Klassenhalbgruppe Kj, denn 
jeder Block des assoziativen Ringes A bestimmt in der Verbandshalbgruppe V aller 
Ideale von A eine obere e-Klassenhalbgruppe. 


4. Weitere Bemerkungen zum Zeroidradikal. In Abschnitt 6 von [6] wurde bewiesen, 
daB das Zeroidradikal Z eines Artinschen Ringes (d. h. eines assoziativen Ringes mit 
Minimalbedingung fiir Rechtsideale) mit Rechtseinselement das klassische Radikal V 
ist. Der durch ein Element {a} erzeugte Ring A (ohne Rechtseinselement) mit den 
Relationen 2a = a? + a2 = 0 besteht aus vier Elementen: 0, a, a?, a + a2; in A 
ist dann Z = A, aber N = {x + ax|re A} +A. 


Satz 3. Gilt in einem assoziativen Ring A mit Rechtseinselement e die Minimalbedin- 
gung fiir Hauptrechtsideale, so stimmen das Zeroidradikal [6], das untere Nilradikal U, 
das Jacobsonsche Radikal J und das Brown-McCoysche Radikal G von A miteinander 
diberein. 


Beweis. Die Gleichheit der drei letzten Radikale U, J und G fiir die erwahnten 
Ringe A wurde in unserer Dissertation (1959) und in unserer Arbeit [16] schon be- 
wiesen. — Es sei nun Z = Z, 0 Z, das Zeroidradikal [6] von A. Wir zeigen, daB 
jedes Element jedes echten zweiseitigen Ideales J von A ein Linksnullteiler von A 
ist. Sonst existierte ein echtes zweiseitiges Ideal C, das einen Nichtlinksnullteiler c 
von A enthalt. In der Menge aller Hauptrechtsideale (c), von A in C, fiir die c kein 
Linksnullteiler von A ist, wahlen wir ein minimales Hauptrechtsideal (co), aus. Fir 
dieses gilt offenbar (co2), = (¢o)r. Also ist co = co2d(d € A), denn A hat ein Rechts- 
einselement e. Hiernach gilt co(cod — e) = 0. Da code C und e €C, ergibt sich 
cod — e +0. Daher ist co jedoch ein Linksnullteiler von A, was der Definition von 
co widerspricht. Folglich ist jedes Element von C ein Linksnullteiler. Z; ist nach [6] 
der Durchschnitt aller maximalen unter denjenigen Idealen, die aus lauter Links- 
nullteilern von A bestehen. Also ist Z; genau der Durchschnitt aller maximalen Ideale 
von A, folglich wegen A = Ae (e? =e) das Brown-McCoysche Radikal G, d.h. 
Z, = G. Da die Nichtlinksnullteiler bzw. Nichtrechtsnullteiler von A eine multi- 
plikative Halbgruppé M mit 0 ¢ M, also auch einen Block bilden, so gilt nach der 
SchluBbemerkung von V) fiir das obere Nilradikal N offenbar N CZ; und ganz 
ahnlich auch NCZ,. Wegen N=U=J=G erhalt man G=NCZOZ,= 
ZC 7, —G also. 2 = G, w.z, bi w. 


ry 
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Satz 4. Ist A ein assoziativer von Newmann-regulérer Ring mit (zweiseitigem) Hins- 
element e, so ist das Zeroidradikal [6] genau das Brown-McCoysche Radikal G von A. 


Beweis. Es sei M ein maximales (echtes) Ideal von A und me M. Dann gibt es_ 
ein «€ A mit m = mam. Ferner gelten wegen e ¢ M sowohl 2m — e +0 als auch 
mx —e +0. Aus m(xm —e) = (mx —e)m=0 folgt, daB jedes Element me M 
ein zweiseitiger Nullteiler von A ist. Der Durchschnitt aller maximalen (echten) — 
Ideale von A ist also sowohl Z als auch G, womit Z = G bewiesen ist. 

Bemerkung. Nun wird ein Beispiel eines assoziativen von Neumann-reguléren 
Ringes mit zweiseitigem Einselement gegeben, dessen Zeroidradikal Z von Null ver- 
schieden ist, was einer Bemerkung in Abschnitt 6 von [6] widerspricht. In diesem 
Ring existieren ferner auch solche ¥t-Radikale Z,(0), die vom Zeroidradikal Z = 
= Z, 0 Z, verschieden sind. Daher sind die Radikale Zy(Z) von I beziiglich A echte 
Verallgemeinerungen des Zeroidradikals Z von A. 


Beispiel 1). Es sei M ein Linksvektorraum iiber einem beliebigen Schiefkérper S 
von tiberabzihlbarer Dimension d = &, . Es sei ferner A als ein Rechtsoperator- 
bereich fiir M der Ring aller S-Endomorphismen des S-Vektorraumes M. Der Ring 
A mit 1 ist nach den Methoden von JOHNSON-KIOKEMEISTER [9] von Neumann- 
regular. Nach dem Kapitel IV des Jacopsonschen Buches [8] sind alle Ideale von 
A:(0),...,1,,...,A. Hierbei ist das Ideal J, fiir eine unendliche Machtigkeit 
n(< &,) die Menge aller S-Endomorphismen a « A, fiir die Dim;(Ma) < n gilt. Die 
Ideale von A bilden also eine Kette, und somit ist J, +0 das einzige maximale 
(echte) Ideal. Also gilt Z=G—= I, +0 in A. — Da jedes Ideal I von A wegen 
der von Neumann-Regularitat idempotent ist, k6nnen sémtliche obere e-Klassen- 
gruppoide K, des Verbandsgruppoides V aller Ideale von A explizit bestimmt werden, 
denn jede obere e-Klasse des Verbandes V ist jetzt auch ein oberes e-Klassengruppoid 
des Verbandsgruppoides V: 


K-1 = {(0), Ig.) --. A}, 


By = tyes Af (OSA<»), 
Kyi = {A}, 
Ky +2 = 6. 


Zum Beispiel erhailt man Zz (0) = A, Zx,(0) = (0), Zx,(0) = I,,, Zx,,,(0) = A 
und Zr, (0) =Z=Z2,02Z,=GQ= Iy, +0. Es bezeichne nun % eine nichtleere 
Teilmenge der Menge (Kei, Kove Ky+2} von oberen e-Klassengruppoiden von V. 
Dann ist Zy(0) sicher von Z = Z, M Z,( + 0) verschieden, was wir beweisen wollten. 


1) Dieses ist auch auf Seite 686 von McCoy [13] von einem anderen Gesichtspunkt aus erwahnt. 
Ich danke Herrn Professor N. H. McCoy fiir die Mitteilung. 
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On a class of ©-algebras with zero dimensional structure spaces 


By 


BARRON BRAINERD 


The main purpose of this note is to characterize internally those rings C(X) of real 
continuous functions on completely-regular hausdorff spaces X for which # X, the 
Cech compactification of X, is zero-dimensional. This characterization is carried out 
in terms of ®-algebras. A ®-algebra, introduced by HENRIKSEN and JOHNSON [7], is 
an archimedian lattice-ordered algebra over the real field which has an identity that 
is also a weak order unit. This characterization is given in Section 3. 

In Section 1, four conditions on a ®-algebra are given which concern the relation- 
ship between elements of a ®-algebra and certain collections of idempotents of the 
@-algebra. Each of these conditions when imposed on C(X), the ®-algebra of real 
continuous functions on the completely-regular hausdorff space X, is equivalent to a 
specific topological property of X. 

In Section 2 it is shown that one of the above conditions when imposed on a uni- 
formly closed ®-algebra is equivalent to the conditional o-completeness of the @- 
algebra. 

Throughout this note latin capitals are used for sets, lower case latin letters are used 
for elements of ®-algebras, and lower case greek letters are used for real numbers, 
with the usual exception of m and n which are used for positive integers. The symbol 1 
denotes the identity of a ®-algebra as well as the real number ‘1’. In addition, elements 
of the form 4-1 are denoted by 4 alone when there is no possibility of confusion. If e 
is an idempotent of a ®-algebra, then e designates 1 — e. 

From [1, Sections 8 and 9] it follows that a @-algebra is an f-ring with a multi- 
plicative identity which is also a weak order unit. Thus in addition to the well known 
vector lattice properties a D-algebra A has the following properties: 

(1) A is a commutative algebra. 

(2) Ifa,b,ce A anda = 0, then 
a(bVc)=abVac, 
a(bAc)=abac. 

(3) Ifa, be A, then |a| |b| = |ad]. 

(4) Ifa,be A, thna\b=—0>ab=0. 

(5) For alae A, a?>0. 


These results will be invoked without comment in the sequel. 

The set B(A) of all idempotents of a D-algebra A forms a boolean algebra with 
respect to the order relation of A with e; \ eg = e; + e2 — €1eg and ¢€;/\ eg = e1€9 
for e1, ¢2 € B(A). The boolean algebra B(A) is called the idempotent algebra of A. 
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A subset of A is called an @-ideal if it is the kernel of a ®-algebra homomorphism. 


_ The class of all maximal @-ideals of A is designated by M (A) and the class of all real 


maximal ¢@-ideals of A is called R(A).A maximal 7-ideal M is real if A/M is isomorphic 
to the real field. An element a of a ®-algebra is bounded if | a| < }-1 for some A. 
A ring R& is said to be regular if for each x € R, there is an element x9 € R such that 


20x = x. 


1. The four conditions. Let A be a ®-algebra. Let P(f, A, 4) stand for the predicate 


‘fer(A, w) S mes(A,m) and Aes(A, mw) S fes(A, w)’ 
and let Po(f, A) stand for the predicate 
‘fey(A) SAey(A) and 28/(A) < fer(A). 

Consider the following four conditions on A: 

Cl) Vjea Va V ulA< p> Jea,men(ayP (f, A, “)). 

(II) V fea V a de(ayeB a) Po (f, A). 

(IIL) V fea V ade ayescaylPo(f, 4) and V acca) {a(f — A) = 0 > aez(A) = 0}). 
(IV) V jea V ade arena lPo(f, 4) and ((f — A)ez(A) + ef(A))-1€ A]. 

It is obvious that Conditions I, II and III are related by implication as follows: 


il > II =I. It is not so obvious that IV +III. This result will appear as a 
corollary to one of the following propositions. 


Proposition 1.1. A @-algebra A satisfies Condition IV if and only if it is a regular 
ring. 
Proof. For each f € A consider e, ¢, (0). From Condition IV it follows that 
0 <|f|¢171(0) <0. 
Thus fe;7|(0) = f and Condition IV ensures that 
(f + e)7|(0)) tEA. 


The existence of e, ¢ (0) for each f € A is sufficient to ensure A is regular by [2, p. 675]. 

Conversely, if A is regular, from [2] it follows that for each / € A there is anaye B(A) 
such that fay = 0 and (f + a;)-1e€ A. Let ef(A) = acp_gy+. Then (f — A)er(A) S 0 and 
hence fes(A) S< Ae;s(A). Since A is a O-algebra, (f — A)*+- (f — A)- = 0; and since A is 
regular, af—a)+ = g(f — A)+ for some g € A. Therefore we have 


e) (f =) es(A) = 0, 
and hence 


hes (A) < fer(A). 


It remains only to show that (f — A)es(A) + e-(A) has an inverse in A. From 
equation (*) it follows that 
(f — A)es(A) = (f — A)* 
19* 
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and hence 


(f — A)eg(A) + e(A) = (f — At + e7(A)- 
Thus [2] regularity implies Condition IV for A. 
Proposition 1.2. For a ®-algebra A, Condition II is equivalent to the following con- 
dition 
(V) V fed Fee B(A) [fep=f and V acB(Alof =0>ae,=0]]. 
Proof. III = V: Let ey = e7(0) V ep) (0). First, it follows from Condition III that 
OS fey = ft (e(0) Aen (0)) S fey (0) = 0 


and similarly that f-e; = 0. Hence fey = f. Then if af = 0 for ac B(A), |f|a = 0. 
Thus 


aes(0) =ae_y(0)=0 and |ales=aey=—O0. 


To show V => III, let e¢(A) = ecy_a)—. Then ey (A) (f— A)- = 0 and eg(A) (f — A)*# = 0 
Sto) 


Nes(A) <fes(A) and fes(A) < Aer(A) 


for all f ¢ A and all J. If fora € B(A), a(f — A) = 0, thena(f — A)- = Oanda- e7(A)= 
= 0. Therefore III > V. 


Corollary 1.1. If A is a regular ®-algebra, then A satisfies V. Hence Condition IV => 
=> Condition III. 


Proof. By [2] there is for each f ¢ A an idempotent ay ¢ A with the properties: 
far = O and (f + ayz)-1e A. Let ey = ay. It is clear that fer = f. If af = 0, then since 
regularity implies ay = fg for some g € A, it follows that aey = 0. Therefore regularity 
=> Condition V. It then follows from Propositions 1.1 and 1.2 that [V = III. 

The following remark (useful in the sequel) is a direct consequence of the proof of 
Corollary 1.1. 


Remark 1.1. If A is a ®-subalgebra of a regular ®-algebra Q, then A satisfies 
Condition V provided A contains B(Q). 

By a U-algebra we mean a ®-algebra with the following property: For each f € A 
there is a we A such that |w| = 1 and |/| = wf. This concept is closely related to 
that of a U-ring introduced by Grttman and HENRIKSEN [5]. By definition if A is 
isomorphic to the ®-algebra C(X), then A is a U-ring if and only if X is a U-space. If 
C(X) is a U-algebra, it is clearly a U-ring. The converse of this statement follows, by 
a short topological argument, from the fact that 6 X is normal. Therefore C(X) is a 
U-ring if and only if it is a U-algebra. 


Proposition 1.3. A ®-algebra A is a U-algebra if and only if it satisfies Condition II. 


Proof. Assume Condition IH for A. Then fes(0) < 0 and fés(0) > 0. Thus if wu = 
= e7(0) — e¢(0), then |w| = 1 and fu = 0. It is also easy to show fu = f and fu => 
= —f. Therefore 
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If g =>|f|, then g > +f, ger(0) = fer(0), and ge;(0) = (—fle,(0). Hence g = fu. 
Therefore fu = |f]|. 

Conversely, if for each f €¢ A there is a we 4 such that |w| = 1 and fu = |f|, then 
ut = (ut)?, u- = (u-)?, and wt = 1 — u-. Let u- = e;(0). Then ut = e,(0). Since 
uf =Ifh 

wtf Saft — ut tarps ftp. 


If we multiply both sides by ut, we have 
ut ft = ut f- = ut f+ +- a te 


Hence u+/- = 0, and similarly it can be shown that u-/+ = 0. Thus for each f ¢ A 
and each A, if e¢(A) is defined equal to e_,(0), then 


(f — A)es(A) [O and (f — A)es(A) SO. 


Condition IT then follows from these inequalities. 
Consider the ®-algebra O(X) of real continuous functions on a completely-regular 
hausdorff space X. 


Theorem 1.1. Hach of the following statements is valid. 
i) BX is zero-dimensional if and only if O(X) satisfies Condition I. 
(ii) X is a U-space if and only if C(X) satisfies Condition II. 
(iii) 6X is the representative boolean space for a o-complete boolean algebra vf and only 
if C(X) satisfies Condition III. 
(iv) X is a P-space if and only if C(X) satisfies Condition IV. 
Proof. Part (ii) has already been remarked upon, and Part (iv) is a direct corollary 
of Proposition 1.1 and [5, Theorem 6.2]. 
(i) Let fe C(X). If BX is zero-dimensional, then for A< y there is an open-closed 
set O C X such that 
{x| f(x) < A} CO {a| f(x) < pw} 
by [6] proof of Theorem 2.1. Let e¢(A, ~) = yo where yo stands for the characteristic 
function of the set 0. Then it is easy to verify that e7(A, w) is the idempotent required 
to satisfy Condition I. 
Conversely, if C(X) satisfies Condition I, then let 0, be the set of points where 


ex(— =. 0) is different from zero. Then for x € On, f(x)< 0 and for x ¢ On, f(x) = 


Zz Le Thus 
eee Oral) Cr 


From a result of HrmpEr [6, Theorem 2.3] it follows that 6X is zero-dimensional. 
(iii) If BX is the boolean representation space of a o-complete boolean algebra, 

then from [11] it follows that C'(6 X) is a conditionally o-complete ®-algebra, that is, 

an F-ring. From [8] it follows that C(fX) is an F-subring of a regular F’-ring R such 
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that B(R) = B(O(BX)). Therefore by Remark 1.1, C(6X) satisfies Condition Va 
Thus the bounded elements of C'(X) satisfy Condition V. Suppose f ¢ C(X) and f 2 0.— 
Consider ef 1. Since 


0 = (fA 1) épar = (fesr1) A eer = fezrr, 


it follows that ferj1 = f. In addition, af = 0 for ae B(C(X)) implies affAl)= 6 

which in turn implies ae\1 = 0. Therefore Condition V is satisfied for f 2 0 when 

er = efi. If fis a general element of C(X), then it is directly verifiable that fe)s, = f 

and af = 0 > ae), = 0 for ae B(A). Therefore if we let er = e)f,, then Condition V 

is satisfied. It then follows by Proposition 1.2 that C(X) satisfies Condition IIT. 
Conversely, if C'(X) satisfies Condition III, then for each f and 7 


Ey (A) = {x| f(x) < ASC {a eg(A) (x) = YC fa] f(@) SY}. 


Suppose P = {x|es(A) (z) = 1} differs from the closure H(A) of Zy(/). Then P — B;(A) 
is open, and since the space X is zero-dimensional, there is a non-void open-closed set 


OC P — Ey(A). Since (f — 2) yo = 0, we have e7(A) 70 = 0 and so 0 = @. Therefore 
jes E;(A) is an open-closed set. GinLMAN and HENRIKSEN [5, Theorem 8.3] have 
shown that if Hy(A) is openclosed for each f ¢ C(X) and each /, then C(X) is con- 
ditionally o-complete. It is an immediate consequence that C(fX) is conditionally 


o-complete, and by [ll], 6X is the boolean representation space of a o-complete 
boolean algebra. 


2. Uniformly closed @-algebras. A ®-algebra A is uniformly closed if, for each se- 
quence {az}n>1 such that for e >0 there is an n¢ with the property: n,m = ne > 
> | an — Am | < e-1, there is an element a € A such that for each ¢ > 0 there is an m¢ 
with the property: 

n =m, => |a—an| <e-l. 


In other words A is uniformly closed if every uniform Cauchy sequence has a uniform 
limit. HENRIKSEN and JOHNSON [7; 3.2] have shown that A, the ®-subalgebra of A 
composed of the bounded elements of A, is isomorphic to C(M(A)), the ®-algebra 
of real continuous functions on M(A), the set of maximal @-ideals of A, topologized 
by the Stone (hull-kernel) topology. With this topology M (A) is compact hausdorff. 
In addition (see [7] also), if A is uniformly closed, then A is closed under bounded in- 
version, that is, forac A,a>1 implies ale A. 

The main purpose of this section is to show that when A is uniformly closed, A 


satisfies Condition V if and only if A is conditionally o-complete. This is a natural 
generalization of Theorem 1.1 part (iii). 


Theorem 2.1. The following two conditions are together necessary and sufficient for a 
@-algebra A to be conditionally o-complete : 


(i) Condition V. 
(ii) A ws uniformly closed. 


Proof. If A is conditionally o-complete, then A is an F-ring and by [3] A is a @- 
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subalgebra of a regular F’-ring. Hence by Remark 1.1, A satisfies Condition V. From 
-[10, Theorem 6.4], it follows that A is uniformly closed. 

Conversely, if A satisfies (i) and (ii), then A also satisfies (i) and (ii). Since A is iso- 
morphic to C (i (A)), it follows as in the proof of Theorem 1.1 part (iii) that C(M(A)), 
and hence A, is conditionally o-complete. To show A is conditionally o-complete, let 

{an} be a sequence of non-negative elements of A. Then a, + 1 = 1 for alln = 1. 
Since A is closed under bounded inversion, (a, + 1)-!¢ A and 0 S (a, + 1)+ <1 


for all n => 1. Therefore ap = V/ (ay + 1)-! exists in A. Since for each n > 1, ap > 
n=1 


= (ay + 1)-1, it follows that ap(a, + 1) = 1, and hence there is an element by such 
that ao (an + 1)b, = 1. Therefore ag has an inverse in A. The element aj! is the in- 
fimum of the sequence {a ++ 1}. Indeed, a)! is a lower bound of a, + 1’s. We must 


show as is the greatest of the lower bounds. Suppose b < ay, + 1 for n = 1. Then 
b-1 = (an + 1)-! and so b-1 = ao. Therefore 6b < aj!, and aj! = /\ ay + 1. Finally 
co n=1 
we note that aj! — 1 = /\ ay; hence A is conditionally o-complete. 
n=1 


Corollary 2.1. Jf X is a completely regular hausdorff space, then C (X) 1s conditionally 
o-complete if and only if C(X) satisfies Condition V. 


Proof. Follows immediately because C(X) is uniformly closed. 


3. The characterization. It was shown in Section | that C'(X) satisfies Condition I 
if and only if § X is zero-dimensional. We proceed in this section to characterize such 
C(X)’s as @-algebras. 

Assume in the sequel that for a -algebra A, M (A) is the space of maximal @-ideals 
of A under the Stone (hull-kernel) topology [7, § 2]. The set R(A) of real maximal 
@-ideals is a subset of (A). In R(A) consider the family © of subsets of the form 


Qe = {Me R(A) |e ¢ M} for e € B(A). 


In general, if 7} is an algebra of subsets of a set X, then let 7% stand for the topo- 
logy in X generated by 3. 


Proposition 3.1. If A is uniformly closed and satisfies Condition I, then (R(A),T(%)) 
is a subspace of M (A). 


Proof. The topological space M(A) is compact hausdorff and A is isomorphic to 
C(M (A)) by [7; 3.2]. Therefore by Theorem 1.1, WM (A) is zero-dimensional. Thus the 
supports of the idempotents of C (M(A)) generate the topology of M (A). These sup- 
ports are sets of the form {M € M(A)|e ¢ M} where e € B(A). Therefore the family O 
constitutes a base for the topology of R(A) considered as a subspace of M (A). 

It is well known [9] that if () {M € R(A)} = {0}, then there is an isomorphism y 
of A onto a @-algebra of real functions on R(A) where for f € A, pf is the function 
on R(A) whose value at M € R(A) is f(M), the image of f under the natural homo- 
morphism induced on A by M. 

Assume in the sequel that R(A) is provided with the topology generated by 7'0. 


—s 
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Proposition 3.2. Let A be a D-algebra. If A satisfies Condition I and ()\{Me R(A)} = 
= {0}, then U = pA is a D-subalgebra of C(R(A)). 


Proof. If yf € U, then the set {M € R(A)|f (JZ) < y} is equal to 
LU) {ie R(A) \e7(A, uw) EM} 


A<p 
and hence is open. Therefore f is continuous because the sets of the form (ju, +- oo) 
constitute a sub-base of the natural topology on the real numbers. 

A @-algebra A is closed under inversion if every f ¢ A that is contained in no ele- 
ment of R(A) is also contained in no element of M (A). If A is uniformly closed and 
closed under inversion, then a-1¢ A provided a belongs to no @-ideal in R(A). See 

7; 4.4 

If a a topology on a set X, let ¢L stand for the family of open-closed sets in &. 
It is now possible to state conditions which are necessary and sufficient for & to be 
equal to C(R(A)). 


Theorem 3.1. If A is a uniformly closed D-algebra which is closed under inversion, 
which satisfies Condition I, and for which 


()\{M « R(A)} = {0}, 


then A is isomorphic to C(X) for some X if and only if B R(A) ts zero-dimensional and 
CTD = Q. 


Proof. If A is isomorphic to C(X), then it follows that 6X is zero-dimensional by 
Theorem 1.1. Without loss in generality we identify A and C(X). Then the space 
R(A) is actually vX, the Hewitt Q-extension of X. Therefore by [8, Theorem 12], 
fb R(A) = 6X is zero-dimensional. If 0 is an openclosed subset of R(A) = v X, then 
the indicator X@ of 0 belongs to C(vX). Therefore €70 = O. 

Conversely, by Proposition 3.2, the mapping @ is an injection of A into C(R(A)). If 
€TOQ = QO, then QO constitutes the class of all open-closed subsets of R(A). Since 
B R(A) is zero-dimensional, a construction of HnIDER [6] can be employed to show 
that every bounded function of C(R(A)) is the is the uniform limit of a sequence of ele- 
ments of 2. Since 2 is uniformly closed, O(R(A) (R(A)), the O-algebra of bounded elements 
of C(R(A)), is a subset of &. If 0 < fe C(R(A)), then (f + 1 )-1 e C(R(A) ) CU. 
Since A (and hence ) is closed under inversion, f + 1 €¢ Y&. Therefore every non- 
negative function in C(R(A)) belongs to YX and Y& = C(R(A)). 

The characterization given in Theorem 3.1 is internal in that the requirements on A 
in order that it be isomorphic to a ®-algebra of continuous functions on a completely 
regular hausdorff space with zero-dimensional Gech compactification refer only to 
internal properties of A and have no reference to A as a member of a class of @- 
algebras. Indeed, Hr1pur [6, Theorem 3.1] has given a characterization of those X’s 
with zero-dimensional § X’s, ee is purely set theoretic. Hence the characterization 
of those R(A)’s such that § R(A) is zero-dimensional depends on the internal structure 


of A alone. From [4, p. 82] it follows that the condition €710 = O is equivalent to a 
condition on the ideals of B(A). 
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Characteristic Polynomials of Special Matrices 


By 


J. L. BRENNER 


Roru showed [4] that if the rank of A — B is small enough, it is possible to exhibit 
a formula for the characteristic polynomial of A B in terms of the characteristic poly- 
nomials of A and B. Gopparp [2] extended the result, with a new method of proof, 
to a product A;A»2Az3 of three matrices; and Parker [3] found the characteristic 
polynomial not only of A B but also of AB — k(A — B). 

By the use of Gopparp’s arguments we are able to extend his results to find the 
characteristic polynomial of a product of any number of matrices; and we are able 
to give another proof, and with it an extension, of PARKER’s results. In section 4 we 
clarify the circumstances under which the matrices A;, Az, ... will be “sufficiently 
equal” to satisfy the hypotheses of the various theorems. 


2. Theorem. Let A;, Az, A3 be n X n matrices ; let their characteristic polynomials be 


det (a I — Aj) = ao; (a8) + xocgy (x3) + 22 aay (x3), 1=1,2,3. 
Write 
H=A;+ Ag+ As; K = Ai 42+ AAs + AAs. 


Then the characteristic polynomial of A, A» Az is given by the formula of GoDDARD 
det (x I — A, Ap Az) = x01 %02%03 + X11 (X02 %23 + x93 %22) + 

+ X12 (%01%23 + H03%21) + wa13(%01%22 + HXo2aH21) + 

+ x aeiaeene3 (aay = a4j(2)) 


im any one of the following cases. 

i. (GopDARD) «H — K has rank 1 or 0. 
n. H = 0; rank K is 2. 
ili. K = 0; rank H is 2. 


This theorem can be extended so as to find the characteristic polynomial of a pro- 
duct of more than 3 matrices. For example, let us write 


(1) det (x I — Ag) = agg (x4) + wang (at) + 22 ag4 (x4) + a8 ag;(a4), i = 1,2,3,4; 
Hy = Ay + Ag+ Ag+ Ag; 
Hz = A; Ap + Ay Ag+ Ai Ag+ Ag Az + Ag Ag+ Ag Aa; 
H3 = A, Az A3 + A; A2Aq+ Ay A3 Aq + Az Ag Ag, 


and suppose that we have one of the following additional hypotheses. 
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Case i. 2? Hy — xH» + Hz has rank 1 or 0. 
ii. Hy = He =0; Hs has rank 2 or 3. 
iii, Hy = Hs = 0; Ay has rank 2. 
Then the characteristic polynomial of A; A2A3A4 can be found explicitly in terms 


of the a, and is the rational part of that function of y which results when y!/* is sub- 
stituted for x in each of the four formulas (1), and the four formulas are multiplied. 


3. PARKER’s result is the following. Let A, B have characteristic polynomials given 
by the formulas 
det (x I — A) = ao (x?) — xa (x2), 
det («I — B) = Bo(x?) — x Bi (x?). 


Let the rank of A — B be 1 or 0.. Then the characteristic polynomial of AB + 
+ k(A — B) is 


(—)" (xo Bo — a1 Bi = kao Bi + kai Bo), «1 = a1(x), ete. 


By using a different method of proof (essentially a variation of GoDDARD’s), it is 
possible to extend this result, in other words to obtain further results of the same type. 
We begin with the identity 


(ef — A)(xI+ B)=2#2I—AB—2x(A—B), 
take determinants of both sides, and equate the odd and even parts. As GoDDARD 
points out, the determinant of the right member is equal to det (2 I — AB) —a » Ag, 
where A; is the determinant of the matrix obtained by replacing the ith column of 


a2 I — AB by the ith column of A — B..This gives > A; = (— 1)” {a1 fo — a0f31}. 
In the next step of the argument, we use the identity 


(cI —A)(aI+ B)=x2?I—-AB+k(A— B)—(x +k) (A—B). 
The determinant of the right side can be written 
det (x2 —AB+k(A — B)) — (a+ k) > Ox, 


where Q; is the determinant of the matrix obtained by replacing the ith column of 
22I —AB-+k(A — B) by the tth column of A — B. By an elementary theorem on 
determinants, this must be equal to 4;. The last step is to take determinants of both 
sides of the last displayed identity, save the even powers of x, and replace x? by y; 
this gives PARKER’s result. 

To illustrate the fact that PARKER’s ideas can be used to extend the results of the 
second section of this paper still further, we take the example of three matrices, and 
use the notation of theorem 1. Suppose that H is 0 and K has rank 1. The result 


det (aI = A, A: A3 + kK) => det (xl — A, Az As3) + X01 X12 %03 -- X01 02 %13 + 
+ H11%02%03 + %H01%22%23 + LXH21%22H03 + LH21K02K23 


is obtained by the use of arguments similar to the above. 


| 


300 J. L. Brenner ARCH. MATH. 


4, The question when aH — K has rank 1 for indeterminate x is settled by 
Gopparp, although the information is not really needed for his proof. The following 
discussion gives further insight into the situation. | 

If M is an n X m matrix of rank 1 with elements in the ring extension F[] of any 
field, then two matrices R, S in F[x] can be found, of dimensions 1 x n, 1 x m re- 
spectively, such that the relation M = RS* holds. This follows from a suitable 
application of the euclidean algorithm. In the case at hand we have the relation 


xH —K = —R(x)8*(z). 


But since every element of ~H — K has degree 1 at most, either R (x) or S (x) (or both) 
is constant. Moreover, the relations K = R(0)S*(0), H = R(0)S*(0) — R(1)S8*(1) 
obviously hold. But if R(x) is constant, this last relation can be written 


H = R(0) (S(0) — S(1)]*. 


Similarly, necessary and sufficient conditions that «2H, — xH2 + H3 have rank 1 
are that at least one of the subjoined sets of relations hold for some constant 1 x ” 
matrices R;, S;. 


(1) H,=R,S*, i=1,2,3. 
(2) H,=R,S8*, i1=1,2,3. 
(3) Hi =R,S*, Ha=R,S*+R2.S*, Hg= R2S*. 


5. Finally, we remark that the hypotheses on the ranks are really needed, and not 
imposed by the method of proof. Indeed if A, B are 2 x 2 matrices, andif «9, #1, Bo, B1 
are defined as in section 3, the characteristic polynomial of A B is always given by the 
formula 


det (y J — A B) = ao Bo — yaoi fi — y det (A — B), 
the last term of which cannot be neglected if the rank of A — B is as great as 2. 
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Zur Konvexitit des Wertebereichs normaler Mae 


Von 


Hans G. KeLLERER 


Unter einem Mai wird im folgenden eine o-additive Mengenfunktion jy auf einem 
o-Kérper & tiber einer Menge M verstanden, die (0) = 0 erfiillt und héchstens einen 
der Werte -+-co annimmt. Das Ma8 heiBt beschrankt, falls tp | u(A)| <oo, und 


normal, falls in & eine Zerlegung M = >. M, mit | (Mn) )| < oo existiert!). 
In der vorliegenden Arbeit wird nun oie Wertebereich 
W (uw) = {u(A): A € &} 


eines normalen Mafes auf Konvexitaét untersucht. 
Dazu werden die folgenden Begriffe und Satze der MaBtheorie bendtigt. 


Hilfssatz 1. Ist w| & ein beliebiges Ma, so existiert in & eine Zerlegung 


M=M_+ Mi 
der Grundmenge derart, daB 


M(AM_) SOS p(AM,) fir alle AER. 
Diese Zerlegung ist — abgesehen von Nullmengen — eindeutig. 


Beweis. Vgl. P. Hatmos, Measure Theory (8. 121). 


Definition 1. | & set ein beliebiges Map und M = M_+ M, eine Zerlegung gemap 
Hilfssatz 1. 
) w| & heift ,,nicht-negativ‘, falls u(M_) = 0. 
b) Das Ma |u|(A) = u(AM,) — w(AM_) heift die ,,Totalvariation« von | &. 


Definition 2. | & se ein beliebiges Map. 

a) Hine Menge A € & heift ,,u-Atom, falls u(A) + 0 und fiir Be AS stets u(B) = 0 
oder u(B) = w(A) gilt?). 

b) Das Ma | & heipt ,,atomlos“, falls R keine u-Atome enthilt. 


1) Es werden die folgenden mengenalgebraischen Symbole verwendet: A B bzw. []*Az fiir den 
Durchschnitt der Mengen A, B baw. An und A+B bzw. >” Ay fiir deren Vereinigung (A + B 
bzw. >| A» bei disjunkten Mengen) sowie A fiir das Komplement von A (bzgl. der Grundmenge J). 

2) Fiir A € & bezeichnet A & den o-Kérper {A B: Be &} tiber der Menge A. 


oe 


4 


302 H. G. Ke.ierer ARCH. MATH. 


Hilfssatz 2. Ist w| 8 ein normales Ma, so existiert in & eine Zerlegung 


M=Mo+ > An (k So) 
. lsn<k 
der Grundmenge derart, daB das Map yw | Mo atomlos ist und dieMengen An u-Atome 
endlichen Mapes sind. Diese Zerlegung ist — abgesehen von Nullmengen und der Rethen- 
folge der Atome — eindeutig. 


Beweis. Vgl. N. BourBak1, Integration V (8. 61). 
Da wegen Hilfssatz 1 


{u(M_), w(M4)} c W(u) c [uw (M_), w(M4)), 


ist der Wertebereich eines MaBes genau dann konvex, wenn zuallena €(u(J_), u(M+)) 
Mengen A € ® mit w(A) = a existieren. 
Dafiir 1i8t sich zunichst die folgende hinreichende Bedingung angeben: 


Satz 1. | 8 sei ein beschranktes nicht-negatives Map. Ist das Map auBerdem atomlos, 
so ist der Wertebereich konvex. 


Beweis. Die Richtigkeit der Behauptung, die mit Hilfe des Zornschen Lemmas 
leicht einzusehen ist, laBt sich auch ohne Verwendung transfiniter Hilfsmittel nach- 
weisen. 

1. Jede Menge Ce mit positivem Ma besitzt wegen der Atomlosigkeit zu be- 

n 
liebigem n eine Zerlegung OC = > Cm in ® mit u(Cm) >0 fiir m = 1,...,n. Daraus 
m=1 
folgt sofort, daB zu einer Menge C € & mit w(C) >0 und zu ¢ > 0 stets eine Menge 
DeC8& mit 0< pw(D) < « existiert. 

2. Zu vorgegebenem a € (0, u(M)) wird nun eine Folge von Mengen By, rekursiv 

definiert durch die Forderungen 


Bn€ Bn = {BED Bn&: > u(Bm) + w(B) Sa}, 


mon m<n 


#(Bn) 2 sup u(B) — 2-™ 


fy 
~n 


(wegen a > 0 und Teil 1 ist By nicht leer). 


Die Menge A = + By € & erfiillt dann jedenfalls u(A) <a. Da wegen a < u(M) 
ferner ot 


w(A) >a — w(A) 20 
gilt, existiert unter der Annahme «(A)<a nach Teil 1 eine Menge Be AR mit 
0< w(B)<a— y(A); das fiihrt wegen Be [ [Sn zu 


n=1 


also zu einem Widerspruch. Damit ist die Konvexitat von W (u) bewiesen. 
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Die Atomlosigkeit eines Mafes ist jedoch keine notwendige Bedingung fiir die Kon- 
vexitaét seines Wertebereichs. Ist etwa M = {1,2,...}, R={4:AcM} und 
E({nr}) = 2>”, so ist das Ma | & nicht atomlos, aber W (u) = [0,1], da jedes a € [0,1] 
als Dualzahl darstellbar ist. 

Unter sehr einfachen Voraussetzungen gilt nun das folgende Kriterium: 

Satz 2. u|& sei ein beschriinktes nicht-negatives Ma’ und M = Mo + > Aan eine 

1sn<k 
Zerlegung gemap Hilfssatz 2 mit w(A1) = u(Ac) =.... Hine notwendige und hin- 
reichende Bedingung fiir die Konvexitit von W (u) ist dann das Bestehen der Ungleichung 


w(An) S 5 (w() — > m(Am)) ie 


Beweis. Zum Nachweis der Behauptung ist die folgende Form der Bedingung ge- 
eigneter : 
(An) S w(Mo) + > wlAm) fir lSn<k. 


n<m<k 
1. Da die Mengen 4, u-Atome sind, gilt fiir jede Menge A € & entweder (Am A) =0 
oder “(Am A) = uw (Am). Ist n< k beliebig gewahlt, so folgt daraus 


< u(Mo) + = L(A), falls u(AmA) = 0 fir m Sn, 


A) n<m<k 
Hl = p(An) sonst. 


Das fuhrt zunachst zu 


{0, we(ML)} c Ww) ¢ [0, (Mo) +S wlAm)| + (a(4n), HOD], 


n<m<k 


also bei Konvexitat von W (yw) zu 


(An) < u(Mo) + > U(Am). 


n<m<k 


2. Es sei nun umgekehrt die angegebene Bedingung erfillt. Zu vorgegebenem 
a €(0, u(M)) wird dann eine Teilmenge 7 der natiirlichen Zahlen rekursiv definiert 
durch die Festsetzung 


neT,fallsn<k und Ss (Am) + w(An) Sa. 


n>meT 


Die Menge Ap = >A, E® erfillt also wegen a >0 jedenfalls u(Ao) S a. Wegen 
Satz 1 geniigt dahier der Nachweis von a — w(Ao) S (Mo); dazu sei 
USinin<akn¢eT. 
Ist dabei U = 0, so folgt sofort 


a — (Ao) < w(M) — (40) = w(M) — D> pw(An) = wu (Mo). 


1sn<k 


Ist dagegen U + 0, so gelten fiir beliebiges n ¢ U die Ungleichungen 


oC 4 
‘ ro 


¥ 
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ax > [ttAm) + p(An), 


n>meT 


(An) S w(Mo) + > (Am); 


n<m<k 


daraus folgt wegen n ¢ 7' durch Addition 
— p(Ao) < (Mo) + 2, u(A 


n=<meU 
Der zweite Summand auf der rechten Seite Soe beiendlichemJU fiir n = max U 
und konvergiert bei unendlichem U wegen = U(An)<oo fiir noo gegen Null. 


1sn<k 


In jedem Fall besteht also die zu beweisende Ungleichung. Die angegebene Be- 
dingung ist demnach auch hinreichend. 


Vor einer Verallgemeinerung des letzten Satzes auf normale Mafe ist es zweck- 
maBig, einige Bezeichnungen einzufiihren: 


gemip Hilfssatz 2; dann wird definiert 12a 


a) S(u) = “(Mo), 
> HlAn) fir OSa<co, 


H(An)<% 
b) I(u) = sup u(An), 
1sn<k 
I(u;x)= inf w(An) firOSxr<TI(p). 
uAn) =x 


Nun 1a8t sich eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Konvexitat des 
Wertebereichs normaler MaBe angeben: 


Satz 3. Der Wertebereich eines normalen MaBes | 8 ist genau dann konvex, wenn mit 
obenstehenden Bezeichnungen gilt: 


T([ul;7) SS(\u|)+ S(|e|;2) fir 0<ar< (|u|). 


Beweis. 1. Da W(—y) = {—a: ae W(u)} und |—yu| = |u|, bedeutet die An- 
nahme y(M_) + — oo keine Einschrénkung der Allgemeinheit. 
In diesem Fall gilt 


(A) = w(M_) + |w|(AM_ + A M4) fiir alle Ac ® 
und umgekehrt 
-) + |u| (B) = u(BM_ + BM,) fir alle Be &. 


Da also W (wu ae )+a:aeW(\u|)}, geniigt der Nachweis der Behauptung 
fiir nicht- sie MaBe. 


2. Die Notwendigkeit der Bedingung ergibt sich wie in Satz 2, da 


(A = S(u) + S(u; 2), falls u(AmA) = 0 fiir H(Am) Zo, 
= I(u; 2a) sonst. 


a 1961 . ~ Wertebereich normaler Mafe Me 1 ae 


_ 3. Essei nun die angegebene Ungleichung erfiillt. Zuniichst folgt dann fiir « > I (u) 
ani S(u) + S(us Tw). 
Im folgenden wird S(u) < co vorausgesetzt, da die Konvexitét von W (wu) andern- 
falls wegen der Normalitaét von j| 8 eine Folge von Satz 1 ist. 
4. Zuniichst laBt sich dann zeigen: 


(*) W (u)>[0, S(u) + S(u; x)], falls S(w; x) <0. 
Dazu gentigt der Nachweis, daB das Mal | & bei Beschrinkung auf die Menge 
M'=Mo+ > Ane® 


MAn)<& 


die Bedingung ee he 2 erfiillt. 
Wegen > u(An)<oo ist jedenfalls eine Umordnung {4;,:1 <7 <k’} von 


(An)<& 
{An: ea ye wl mit w(A;) = w(Ag) =>... moglich; fiir 1 < n < k’ gilt dabei: 
(An) = L(us w(An)) SS(m) + Sus (An) = 
= (Mo) + > u(Ar) Sw (Mo) + > u(A 


H(A1)<H(A’n) n<m<k 


Diese Ungleichung ist gleichwertig mit der Ungleichung in Satz 2. 
5. Um.nun allgemein die Konvexitat von W (wu) zu beweisen, sei 


6 = sup {a : S(u; 2) <eoh. 


Fall 1: c = 0. In diesem Fall ist notwendigerweise k = oo. Zu ae (0, u(M)) wird 
- sukzessiv definiert : 


ne T, falls > u(A m) + w(An) Sa. 


n>meT 
Die Menge A = > Ane § erfiillt dann (A) <a, und die Annahme a — (A) >0 
T 


ergibt im Gegensatz zur Voraussetzung tiber c: 


S(u;a— p(A)) Ss 2, (An) Saco. 


Fall 2: c = co. Die Behauptung folgt hier sofort aus (*), da 
| lim (S(u) + S(u;«)) = S(u) + > wlAn) = (Mf). 


Z—> oo L(An)<90 


Fall 3: 0< c< oo. In diesem Fall gilt: 
(An) = © fiir alle e >0, 
|u(An)—e|<e 
d. h. c ist Haufungspunkt der Folge (w(Ax)). 
Ist c dabei linksseitiger Haéufungspunkt, so ist lim S(w; x2) = oo; die Behauptung 
folgt daher sofort aus (*). aie 
Ist c dagegen kein linksseitiger Haufungspunkt, so ist [(u;¢) = c und S(u; c) < ©, 
so daB nach Voraussetzung 
c= I(u;c) SS(u) + S(u3¢)< 00 
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Aus (*) folgt dann jedenfalls W (uw) > [0, c]. Daneben existiert eine Teilfolge (A}) von. 


D 1 
(An) mite Su(A,)<e+ 7: 
Es sei nun a = mc + d mit natiirlichem m und dé (0, c] vorgegeben. Mit natiir- 


m 
lichem / => m/d gilt zunachst fiir die Menge B = ps Aj.,€ 8 die Ungleichung 
n=1 


0<a— p(B) <d; 


wegen d <c existiert ferner eine Menge Ce mit w(C) = a — w(B). Da sich die 
Mengen B und C offensichtlich als disjunkt voraussetzen lassen, erfiillt die Menge 
A= B+ Ce8 also die Gleichung w~(A) = a. 

Damit ist der Beweis vollendet. 


Eingegangen am 27. 7. 1961 


Anschrift des Autors: . 


Hans G. Kellerer 
Miinchen-Griinwald 
PortenlangerstraBe 25 
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q Eigenwertabschatzungen fiir Gleichungen vom Typ 
(A2I—AA— B)x=o0 


4 Von 


P. H. Mtuuer 


0. Der Inhalt der vorliegenden Arbeit besteht darin, fiir die Eigenwerte der in der 
Uberschrift angegebenen Gleichung — im besonderen fiir die im Parameter nicht- 
lineare Integralgleichung 


(1) pl) Af Ale. 90 t) dt — [Ben eoa= 


Abschatzungsformeln anzugeben, die die bekannten klassischen Ergebnisse fiir den 
Fall linearer Parameterabhingigkeit (vor allem die Schursche Ungleichung) ver- 
allgemeinern. Uber das Vorkommen solcher Probleme in den Anwendungen s. die 
Arbeiten [1], [2]. 


1. Bezeichnungen und Voraussetzungen. Es sei RF ein separabler reeller oder kom- 
plexer Hilbertscher Raum, x, y, wu, Elemente aus R. O bezeichne die Nullabbildung, 
_ I die identische Abbildung in R. 
A und B seien lineare Selbstabbildungen in R. Die Abbildung B sei positiv semi- 
definit: (Bx, x) => 0 fiir alle ae R. B* bedeute die positive Quadratwurzel von B; 
ygl. [3], S. 216. Die Abbildungen A und B? seien von endlicher Doppelnorm: 


IAI] < ee, |I[ Bt 


| <=Feo; 
vel. [3], S. 242. 
Wir betrachten die nichtlineare Kigenwertaufgabe 
(2) x—hAx— Bu=o 
und fragen nach Abschatzungsformeln fiir die Eigenwerte. 


2. Linearisierung. Der Aufgabe (2) ordnen wir ein lineares Eigenwertproblem mit 
‘denselben Eigenwerten zu. Wir bilden den Produktraum i = R x KF mit den Ele- 
menten f = {x, y}; 0 = {o, o} sei das Nullelement in }t. Die Addition der Elemente 
von % und die skalare Multiplikation denken wir uns in der iiblichen Weise aus- 
gefiihrt: 
fit fe = {41 + 42,41 + yo}, cf = {cx, cy}. 
In & fiihren wir durch das skalare Produkt 


(f, fe) = (%1, v2) + (Y1; Y2) 


die Produkttopologie ein. Dadurch wird %t zu einem separablen reellen oder kom- 
plexen Hilbertschen Raum, der genau dann vollstandig ist, wenn dies fiir R zutrifft. 


20* 


iH e,a 2 


308 . P. H. Miiuuer ARCH. MATH ; 
% sei die identische Abbildung in 2. 3 
Wir betrachten in 9 die lineare Abbildung § 


A B 
fs Re Not Gxt 


Dann gilt 
AI—A—B! 
as—9i=| pt “Vr ) aha Ge 4e— By, — Bla +29) = 0 


genau dann, wenn Ax — Ax — Bly = 0, Ay = B'x gilt. Diese beiden letzten Glei- 
chungen sind fiir 2 + 0 mit 
Ra AAac— Be=o, Ay= Bix 


aquivalent. Dabei tritt | = 0 genau im Fall 2 = 0 ein. Also sind die von Null ver- | 
schiedenen Higenwerte von 2 und (422 — AA — B) identisch. 


3. Doppelnorm von &/3. Wir berechnen die Doppelnorm von 2. Dazu sei (w,) ein 
vollstandiges Orthonormalsystem in t. Man iiberlegt sich leicht, daB die Systeme 
Dy = {un, 0}, Vn = {0, un} zusammen ein vollstandiges Orthonormalsystem in } 
bilden, das wir uns als die Folge (Xj) geschrieben denken kénnen. Dann gilt (vgl. 
[3], S. 244/245) 


HSI? = 2 1@ae a)? = 
=D (LP, Bo)|? +E |(LPm, Pa)|® +> |(LPm a)l? +> (2 Pm Pa) |? = 


min mn mn 


= 5 |(Aetn, ta)? +5, |B oto ta? +>, (BE os te? = [|] l|]® + 21) BEL 


mn mn 


Also ist { von endlicher Doppelnorm. 


4. Verallgemeinerung der Schurschen Ungleichung. Nach dem Satz von Scuur 
(vgl. [3], S. 353/354) gilt fiir die Eigenwerte von 2 und damit von (427 — 2A — B): 


(3) | D> [ el? S| Sill? = AI? + 2 BAL: 


Wenn & normal (2 2* = L* Q) ist, steht in der Abschatzung das Gleichheitszeichen. 
Wegen 
A* Bi 
SS 
(a6) 


tritt YUL* = Y*L genau dann ein, wenn die beiden Gleichungen A4* 4A = 4 A* und 
(A* — A) B? = @ erfiillt sind. Im besonderen besteht also die Gleichheit, falls A4* = A 
gilt, also A selbstadjungiert ist. In diesem Fall ist auch & selbstadjungiert, folglich 
sind alle Kigenwerte reell und es gilt 

ee 


| Sa = atleast 21 Be 


ee Ae ea Ts en es [..00' oP eee ) > ne - ‘er Rs rt ee += A a ‘ee Le 
‘7 "er, ‘ ac * , ~ ; 
a SANS “ . . : 
7. ae \ ; 3 
ee et ° . 


r 
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Auf den linken Seiten der eben aufgestellten Formeln erscheint jeder Eigenwert so 
oft als seine algebraische Vielfachheit betragt (s. [3], S. 353). 


_ §. Formulierung fiir Integralgleichungen. In den Anwendungen erscheinen der- 
artige Probleme meist in der Integralgleichungsform (1). Es wird vorausgesetzt, daB 
die Funktion A (s, ¢) quadratisch integrabel ist. Dann ist die durch den Kern A (s, t) 

vermittelte Integraltransformation, die wir einfach wieder mit A bezeichnen, von 

-endlicher Doppelnorm ||| A ||| und es gilt (vgl. [8], S. 245) 


bb 
All? = Jf |A(s.t)[2dede. 
aa 
Es sei ferner B(s, t) ein stetiger positiv semidefiniter Kern; (8,) bezeichne die Folge 


seiner (nicht negativen) Eigenwerte. Dann gilt nach dem Mercerschen Satz (vgl. [3], 
8. 536) 


b 
ie fBs7sy ae: 


Weiter folgt unter Beachtung der Tatsache, daB die Eigenwerte von B* durch die 
Folge (f2) gegeben sind (vgl. [3], S. 331), nach dem Satz von Scour 


6 
||] Be? = > (83)? = > B, = J Bes, 9) de. 


Also lautet die Abschatzung (3) im vorliegenden Fall 


bb b 
| > |Al?< ff |Als, o[2dsdt +2 f B(s,s)ds. 


Das Gleichheitszeichen steht z. B. dann, wenn A (s, ¢) ein hermitescher Kern ist. 


6. Bezeichnungen; Voraussetzung A = A*. Die in Abschnitt 2 aufgezeigte Lineari- 
sierung erlaubt die Ubertragung auch von verschiedenen anderen Aussagen, die im 
Fall linearer Parameterabhangigkeit bekannt sind, auf die Gleichungen (1) bzw. (2). 
Als Beispiele sollen zwei Ubertragungen folgen, die zu Vergleichen der Eigenwerte 
von (1) bzw. (2) mit denen von A und B fiihren. 

Fiir alles Weitere sei A selbstadjungiert vorausgesetzt: A* = A. Wie in Abschnitt 4 
gezeigt wurde, sind dann alle auftretenden Eigenwerte reell. 

Wir legen einige Bezeichnungen fest: 

(Bn) sei die nach abnehmender Gréfe geordnete Folge der Higenwerte von B: 
Bp bo <=: = Ba Sr. 

(An) sei die nach fallenden Betraégen geordnete Folge der Eigenwerte von 
ee 1-A 7B): Aa) |Aal| re |An| 2 oe. 

(A;-) bzw. (A,) seien die geordneten Teilfolgen der positiven bzw. negativen Higen- 
Pentel = dite nee An ecg = Ape SA St. 

Entsprechende Bedeutung haben die Folgen (xz), (a;'), («,) von Higenwerten zu A. 

In den voranstehenden Folgen ist jeder Eigenwert so oft angefiihrt, als seine Viel- 


: i _ fachheit betragt, d. h. entsprechend oe Anzahl von i bugenbeieett linear unsbhngigen 
en Eigenlésungen. vs 


? 7. Vergleich mit den Figenwerten von B. In einigen Anrweadeogellen aay d 3 
Abbildung A, die z. B. bei Schwingungsproblemen die Dampfung zum Ausdruck 


__ pringt, als relativ kleine Stérung angesehen werden: |||A|||<o.  - re 
0 Wir betrachten in ®t die Abbildung a aes 
4 ; 5 pe — B} j oe ae : 
ae fis hs OOTY 2 


p. ; Deren Kigenwerte i stehen mit den Eigenwerten # von B im Zusammenhang 2 = p. 
Weiter gilt (vgl. [3], S. 242) . ' 


ae i} @— FI] <|I12—SI[| =I All <e- 
Jae  Hieraus folgen schlieBlich nach [3], 8. 426 die Abschatzungsformeln 
|ax —VBn| So, [an + VBn| So. 
8. Weitere Abschitzungsformeln. Wir zerlegen Q in der Form 
pages . AO 
“=\pe}tTloo! 


aa Die Anwendung von [4], S. 195, Satz 50 liefert dann die folgenden Abschatzungen: 


Pe 


-~ <) 


uw St 


i. 7 | Am+n+1| S VBm+i + |on+1| 


af + ae la - 
K. Ageney S&S VB mart oh 
f 


Anant. = —VB mit Gat 
An S One in, en 


Ist die Abbildung A positiv semidefinit, dann gilt 


a | ts Vi. mE-Vr- 
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; _ Verallgemeinerung und Verschirfung 
4 der Erdés-Mordellschen Ungleichung fiir Polygone 


% Von 


Hawns-Curistor LENHARD 


Ein beliebiges konvexes. n-Eck (n = 3) besitze die Ecken A1, Ag,..., An, ferner | 
sei P ein Punkt im Innern, R; seine Entfernung von A; und 7; sein Abstand von der 
Seite A; Ai. (Dabei sei An+41 = A1.) L. Fesus T6TH vermutete, daB stets gilt 


~ 


n 
(1) cos > Ri => 1. 
I 


Fir » = 3 hat man die Erdés-Mordellsche Ungleichung, und den Fall n = 4 hat 
A. Fiorian erledigt (Elemente Math. 18, 55—58 (1958)). Im folgenden soll die Un- 
gleichung (1) allgemein bewiesen werden. 


— 
Wir setzen PA; = Kj und < A; PAys1 = 2 y. Der Punkt W; liege auf A;Ai41, und 
PW; halbiere <\ A; P-Aj41. Dann ist 


(2) w= PW; = Rae 


Wegen der Ungleichung zwischen harmonischem und geometrischem Mittel erhalt 
man 


(3) V Ri Ris cos Y Swi =. 


Wenn nun die Ungleichung 


n n 
(4) cos = DR = > VR Rj41 cos Pi Ze) 


fiir alle Ry und yj (h;y = 0, gi = O, > gi = 7) bewiesen ist, folgt mit (3) die Behaup- 
I 


tung (1) und sogar die scharfere Ungleichung 
(5) cos — SSRs 
1 n 


Die Vektoren a; (i = 1, 2,... , 2m) in der Ebene seien die Ortsvektoren der Ecken 
eines (nicht notwendig konvexen) zentralsymmetrischen 2-Ecks mit dem Nullpunkt 
als Zentrum, so daB a? = Ri, anti = — A, Aiden = Ri Riri cos y fiir 1 = 1,2, 
...,; ferner werde ao = dan und den+1 = a1 gesetzt. Dann ist (4) gleichbedeutend 


SPS ap NE aie st OS Sle. uta san 
AA Gs Ah 


yey 
<n S 
‘ a * 
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ps ‘ 
mit a 
: e Qn - 2n 4 
(6) cos ~~ Ba Te +1 =0 : 
und ebenfalls mit ; 
2n v3, Qn 7 5 

(7) D at= > (a — a441)? — (2 — 2 cos) >a 20 
‘ 1 af - 


Dabei werden auch ausgeartete Polygone zugelassen, fiir die gewisse Ry oder q,; ver- 
schwinden. Es geniigt nun, (7) fiir Polygone zu beweisen, fiir die 


‘ 


2n 


(8) S a= 2 (a; — a1)? S as 


ist. Diese Polygone liegen alle im Einheitskreis. Die der Ungleichung (8) geniigenden 
Punkte (Ri,..., Rn, gi,-..,Qn) mit Ry [>0,q; 20, > gi == bilden eine ab- 
geschlossene Punktmenge im 2n-dimensionalen Koordinatenraum. Die durch (7) 
definierte Funktion D ist auf dieser Punktmenge stetig und nimmt dort ein Minimum 
an. Es gilt nun diejenigen 2-Ecke zu finden, die in diesem Sinne minimal sind, und 
zu zeigen, daB fiir sie D = 0 ist. Diesem Nachweis schicken wir drei Hilfssitze voraus. 


Hilfssatz 1. Hs sez a+ c¢+0,A > (a — c)?/2 und 


(a) (a—b)2+ (b—c)2=A 


Dann nimmt bei festen a,c und A die GréBe 6? genau dann ihr Maximum an, wenn 
b = (a + c)/x ist, wobei x so zu wihlen ist, dak 0< x< 2 gilt und (a) erfiillt ist. Ver- 
gropert man nun x bei festen a und c, so wird A kleiner. 


Zum Beweis sei bemerkt, daB alle Punkte b, die (a) erfiillen, auf einem Krea um 
(a + c)/2 liegen. 


Hilfssatz 2. a, c wnd x (0 < 2) seien fest vorgegeben. Der Ausdruck 
(a — b)? + (6 — c)2 — (2 — x) b2 
mimmt sein Minimum genau dann an, wenn b = (a + c) [x tst. 


Beweis. Setzt man ) = (a + c)/2, so ist 


(a — b)? + (b — ¢)? — (2 — a) b? = (a — b)? + (d — c)? — (2 — 2) 2 + w(b — b)2, 


und daraus liest man sofort die Behauptung ab. 


Hilfssatz 3. Fiir die Vektoren a; (1 = 0,1, 2,..., 2”, 2m + 1) gelte a; + ain = 0, 


CA pe Op it ata, x% 2200s —. Dann ist 2 cos —- u=a 
t ¢-1 — (i+1. 


Beweis. Es seien a,, a, die Komponenten von qj. pene gilt: ag + din = 0, x0; = 


= M-1 + di+1. Falls alle a; verschwinden, ist 2 cos — — Bl = a4 + aha. Verschwin- 


den nicht alle a;, so gibt es positive und negative ates ihnen, und es gibt ein k, so daB 


a oS . ey * ey , ee tay ness ~*~ ‘ a . “ ¥ oN zi as r 
2 é - ; ’ “« ‘ t 
2 . . ‘ 
brits a - - ‘ 
4 
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ye 0 und ax}; = 0 ist. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann k = 0 an- 


-genommen werden; andernfalls kann man die Indizes zyklisch vertauschen. Man hat 
also a < 0 und a; => 0. Durch 


a = csin(—«), a = esin(= — a), c>0, 0S oe = 


w/a 


sind c und « eindeutig bestimmt. Es sei 
ele csin (+ # x| eo yoren | 
also 


bo = ao, bn = An = —Q0, by =a; —'0; b; >0 Ge ee aaah) 6 
bix1 = 2 cos — by — by-1, 


Go = G1. 2, Gj 03/0) AG = 23:35 ce): 


Nun kann man der Reihe nach fiir 7 — 1,2,...,” — 1 schlieBen: wenn q = qi-1 2 1 
ist, folgt 


biG = 4H = HG — G1 = UG —bAga subg —bAG= 
= (4;36;-—'bj21) q =: (2 cos — bs — bi-1) Ge = Ot G > O, 
also 
12H 21. 
| Daher ist 1 = go = gi S ge S Q3 S*** S Qn. Es ist jedoch qn = an/bn = ao/bo = 1, 


also gilt stets gj = 1, a; = db; und 2 cos = ai = a_-1 + a1. Dieselbe Uberlegung 


kann man auf die a;’ anwenden, und daraus folgt die Behauptung. 
Soll nun ein zentralsymmetrisches Polygon in obigem Sinne minimal sein, so muB 
mit gewissen x; (wobei a+» = 2; > 0) gelten: 


(9) ag == (04-1 + 0741) /0%. 


Denn wenn (9) fiir ein 7 nicht gilt, lassen sich im Falle aj-1 + aj11 = 0 die Vek- 
toren a; und aj+, durch 9 ersetzen, wobei S wegen (aj-1 — ai)? + (a4 — ag4i1)? = 
= a?_, + a?,,+ 20? und D nach Hilfssatz 2 (mit 0) == 2,CO8 =] verkleinert werden ; 


im Falle a;-1 + ai+1 +0 dagegen lassen sich nach -ilfssatz 1 die Vektoren a; und 
Qi+n SO verandern, daB S konstant bleibt und D verkleinert wird; in beiden Fallen 
ist das Polygon also nicht minimal. (Da8 S bei diesem Proze8B nicht vergro8ert wird, 
ist wichtig, damit (8) erfiillt bleibt und wir nicht aus der betrachteten abgeschlossenen 
Punktmenge hinauswandern.) Ferner mu8 fiir ein Minimalpolygon in (9) fir alle 7 


ELA a 
mit a1 + ai41 +0 gelten: x = %4n = 2 cos ah Denn andernfalls konnte man 


P ‘ I It 
Hilfssatz 2 mit x = 2 cos a anwenden und qj und aj+n durch + (aj-1 + a¢+1)/2 cos a 


ersetzen; dadurch wiirde D verkleinert und nach Hilfssatz 1 auch S, und das Poly- 
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gon wiire nicht minimal. Nun sind die Voraussetzungen von Hilfssatz 3 erfiillt, 
es gilt also fiir ein minimales Polygon 2 cos = “ay = ay-1 + 441. (Ein solches Poly- 


gon ist affines Bild eines reguliren.) Daraus folgt nun D = 0, also gilt allgemein 
D=0. Damit sind die Ungleichungen (7), (6), (4), (1) und (5) bewiesen. Aus der 
Herleitung folgt, daB (1) und (5) auch fiir nichtkonvexe Polygone gelten, wenn alle 
Seiten von P aus ,,sichtbar‘‘ sind, und da8 Gleichheit in (1) und (5) genau dann gilt, 


wenn hy = FR, yj = =, d.h. wenn P Mittelpunkt eines regulaéren n-Ecks ist. 


Eingegangen am 25. 5. 1961 
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_ Uber Béschungslinien, deren Hauptnormalen eine feste Gerade treffen 


Von 


WOLFGANG STROHER 


In zwei Arbeiten befaSten sich G. Prronpint [4] und E. CusAro [2] mit Béschungs- 
linien, deren simtliche Hauptnormalen eine vorgegebene eigentliche Gerade treffen. 
Die Resultate beider Autoren gipfeln in der Aufstellung der natiirlichen Gleichungen 
dieser Raumkurven. In der folgenden Note sollen nun die ausstaéndigen expliziten. 
Darstellungen und einige bisher unbeachtete geometrische Higenschaften dieser 
Kurvengattung mitgeteilt werden. 

Die Tangenten der zu untersuchenden Béschungslinien c mégen gegen die x, y- 
Ebene unter dem konstanten Winkel f geneigt sein, wahrend die von ihren Haupt- 
normalen getroffene Gerade a in der x, z-Ebene liegen, durch den Ursprung gehen und 
mit der x-Achse den Winkel « bilden mége. LaB®t man eine derartige Kurve c um die 
Gerade a als Achse rotieren, so entsteht eine Drehflache, auf der c eine geodatische 
Linie darstellt (vgl. SeRRET [5]). Fiir geodatische Linien auf Drehflachen gilt aber der 
bekannte Satz von A. Ciarravut!), der besagt, da der Ausdruck r cos y langs der 
Kurve konstant ist, wobei r den Parallelkreisradius und wy den Schnittwinkel mit dem 
Parallelkreis bedeutet. Ist p die Lange des Gemeinlotes zwischen der Kurventangente 
g und der Flachenachse a, ferner g der Winkel dieser beiden Geraden, so gilt, wie man 
sich leicht tiberlegt, 


(1) psin y =r cos y = const. . 


Ist eine Gerade g durch zwei ihrer Punkte x und ) gegeben, so kann man sie durch die 
beiden Vektoren 


(2) i= und g=1XQ 
festlegen. Die Komponenten von g und q stellen die vermoge g? = 1 normierten 
Pliicker-Koordinaten von g dar, die der bekannten Pliickerschen Identitat gg = 0 
genugen. 

Sind im iibrigen zwei Gerade g, a durch ihre normierten Pliicker-Koordinaten gq, 4 
bzw. a, a gegeben, so bedeutet 


(3) ga+ga= —psinp 
das in bestimmter Weise orientierte Produkt aus der Lange p des Gemeinlotes und 


dem Sinus des Kreuzungswinkels yp. 


1) gs. etwa P. SpRRET [5], S. 93. 


J SR tee Pena elon te rou PA EAN OMT ND UO eaten SORE ONES AS AM Cee Rg Sel ian ee eae 
hi i: cae ¥h Pe ape AND Rasa ie, hard Sa a iv ot ~ Aree NE aN 
: 4 " * oe ee ue wt pea We 
> ; sa : : T Gace € Cee 
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Ist nun a die oben genannte feste Gerade, die von allen Hauptnormalen der Kurve c_ 
getroffen wird, so lauten ihre Pliicker-Koordinaten ; 
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‘ COS & 0) 
(4) = 0 , @=20 
sin a 0 


Fiir jede Kurventangente g von c muB dann zufolge (1) und (3) gelten 
(5) ga + ga=A= const. 


Beriicksichtigt man noch die Tatsache, daB c Béschungslinie mit dem Neigungswinkel 
B sein soll, so erhalt man mit Beniitzung des Richtungswinkels w fiir die Pliicker- 
Koordinaten der Tangenten aller Kurven c: 


v 
pe < v(cos a tanfB — sina cosu) — Atan B ‘ 
(6) g=cosP ) sinw -, g= sin & sin u 
tan 6 A—v- cose 
sin « 


Alle Tangenten g bilden daher eine von den beiden Parametern uw und v abhangige 
(zylindrische) Strahlkongruenz, deren eine Brennflache der zum Béschungswinkel 6 
gehorige Fernkreis ist. Die zweite Brennflaiche besteht aus den Gratlinien c¢ aller 
Torsen, zu denen sich die Geraden g der Kongruenz (6) zusammenfassen lassen. . 

Diese zweite Brennflache laBt sich aber in einfacher Weise ermitteln, wenn man die— 
wichtige Tatsache beachtet, daB die Strahlkongruenz (6) in dem nichtausgearteten 
Strahlgewinde 


COS | - 0 
7 *1qq= == ped) A vie y 
(7) ga*+ga=0, a US eh snp \ 9 

sin % | 1 
enthalten ist, dessen Achse s die Pliicker-Koordinaten 

| COS & | Z sin % 
8 — = 3 = * 2S => SORE, 
(8) R16 0 | » $=a*—q ne 0 
sin « — cosa 

besitzt, worin 
9 ae i __, sng 
9) q ee mee B 


den Parameter des Gewindes bedeutet. 

Der somit erhaltene Satz: Jede Bdéschungslinie, deren Hauptnormalen eine feste 
Gerade treffen, ist Gewindekurve, laBt sich auch umkehren: Die Hauptnormalen jeder 
im einem Gewinde enthaltenen Boschungslinie treffen ein und dieselbe Gerade. 

SchlieBt nimlich jede Kurventangente g mit einem festen Vektor n den kon- 


stanten Winkel > — fP ein und gehért sie dem durch a, a* (a2 = 1, aa* +0) fest- 


ne) 
Fe ’ 
As 
d q * 


x. 
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gelegten Gewinde an, so gilt 
(10) qr = 310 2, 
ga*+qa=0. 


Se rcarcombination dieser beiden Ausdriicke liefert 
(11) g(a* + kn) + ga=ksin£. 


Sollen die Koeffizienten von g und g wieder Geradenkoordinaten a, a sein, so muB die 
Pliicker-Identitat 


(12) aa=a(a*+ kn) —0 
erfiillt sein. Dann ist 
(13) recom 


(am) 
und die Geraden g erfiillen auBerdem die Bedingung 


(a.0*)% pomp GR 
(an) th As (an) 


(14) ga+ga=A=const. mit a=a*— ) sain B , 


woraus die Behauptung folgt. 

Ist ein Strahlsystem in einem Gewinde enthalten, so liegen seine beiden Brenn- 
flachen spiegelbildlich beziiglich des Gewindes. Fiir die zweite Brennflache der Kon- 
eruenz (6) ergibt sich daher als reziprokes Gebilde zum Boschungsfernkreis ein Zy- 
linder 2. Ordnung, dessen Erzeugenden parallel zur Gewindeachse s (8) sind. Der Zy- 
linder ist demnach bestimmt, wenn man etwa seine Basiskurve in der x,y-Ebene 
kennt. Man erhalt sie, indem man den Béschungskegel, dessen Scheitel im Nullpunkt 
der x,y-Ebene liegt, am Gewinde spiegelt. 

Da der Nullpunkt ro der Ebene ny = d durch die Beziehung 


d:-a—(a* Xn) 


(15) to = (an) 


festgelegt ist, erkennt man leicht, daB der Nullpunkt der Ebene mit dem Koordinaten- 
ursprung zusammenfallt. 
Der Béschungskegel im Koordinatenursprung werde als Hiillgebilde seiner Tan- 
gentialebenen 
cos U 
(16) ny=0O mit n= sin sin wu 
cot 6 


betrachtet. Vermége (15) ist der geometrische Ort der Nullpunkte aller Ebenen (16) 


— sin u 
17 cay) f : COS U 
(7) is (an)  sinacosf + cosasin f cos u 0 


Geht man von den kartesischen Koordinaten (17) zu Polarkoordinaten in der a, y- 
Ebene iiber, so ergibt sich als Basiskurve des Zylinders ein Kegelschnitt mit der 


4 ¥ Polargleiohung 
: es 


‘ 


ba 


,) B, = ' na ph 
pte Ee oa | a2 pes 
| oS Sy : und zwar Shean es stein um eine eco Parabel oder cee je Boas ws 
Ge _ merische Bazentrizitit e=1,d.h. p= =a, ist, Kin Brennpunkt dieser K 
—_ findet sich jeweils im Koordinatemarsprang, Sto die Hauptachse m 
_ musammenfailt ‘ ee site ee a 


1, Elliptischer Pall (p<. my Daréh (18) » wird aed eine tien ren 
~ Achsen die Lingen A = 7-3 und B = AVI — & haben und deren Mittelpunkt | 
_ y-Koordinate y = —E = Ser é beatae Dann lassen sich die Punkte des Be 
eylinders mit Hilfe der Parameter ¢ und s in folgender Weise angeben: . 

n Boost + s cota 
as) a LEO RSS A in hn . 
, 8 


i ig) f « ’ 


om Pine auf dem Zylinder liegende Karve ist dann durch s= s(t) festgelegt. Die Tan 
a genten dieser Kurve haben die Linienkoordinaten 


uy G=0t, G=EXgQ, oar ac eee yok 1 
p 
: 


Soll die Kurve auBerdem im Gewinde (7) enthalten sein, so muB gelten 


ye (21) | ga* + ga=0=(ga*) + (era). 
Daraus folgt sofort 
(22) ayia B- sina: (A — FE sin t) 
<)>) und weiter ‘ ; 
BS (23) wagia Bosina-(At-+ Beost). ag 
ene } 
i. Als Parameterdarstellung einer gesuchten Kurve c findet man dann 
oe B : 
q 3 (A+ Ecos «sin f) cost + A cosa sin f - f] 
d ie) oe Asint—E 
Me B . . 
e Ssmasin’ (E cost + Al) 
, Diese Kurve geht durch die Affinitat 
1 cot « Nat 
Baas, B 0 
(25) pa Crem ee Opec 0 a 
ie a , A 
: nls, 0 A+ Ecosasin B 0 
: AB AB sing sin B 
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bin die Schraubenlinie 

; ' cos t | 

(26) = 4 sint 


ve 


iiber. Im elliptischen Fall sind die Kurven c also affin zu Schraublinien, ihre Grundrisse 
auf die x,y-Ebene daher affin zu Zykloiden. 


2. Hyperbolischer Fall (8B >a). In genau derselben Weise wie im elliptischen Fall 
erhalt man hier als gesuchte Kurve c: 


Tones eaten mit A= +> B=A/Ve—l,H=Ae, 
(27) — ae ane 
Bsin « sin B 


= — Sp (Att Bshh), 


die sich durch eine Affinitat in die ,, Hyperbel-Schraublinie“ 2?) 


. sh t 
(28) Ui, cht 

t 
tberfiihren 1aBt. 


3. Parabolischer Fall (B = «). Durch (18) wird eine Parabel mit dem Parameter u 
festgelegt, deren Scheitel die y-Koordinate  besitzt. Die Punkte des elliptischen Zy- 
linders gestatten dann die Parameterdarstellung 


t+ scota 


(29) Cran eee ly Be 


Die Forderung, daB die Tangenten g einer durch s = s(t) festgelegten Flachenkurve 
dem Gewinde (7) angehoren, fiihrt wieder auf die Bedingung (21), die fiir s die Diffe- 
rentialgleichung 

A 


sin fp 


2, i i 3 

(30) peat in, (a +4) md s=—-= Seal (F + ut] 
liefert. Die zugeh6rige Kurve (29) erweist sich als kubische Parabel?). La8t man diese 
Parabel um a rotieren, so erhalt man eine Drehflaiche 6. Ordnung, auf der diese 
Kurven geodatische Linien sind, ein bemerkenswerter Fall von Drehflaichen mit alge- 
braischen Geodatischen. 

Als Bahnkurven eingliedriger Affinitatsgruppen gehéren die hier betrachteten 
Béschungslinien zu den réumlichen W-Kurven, unter denen sie metrisch ausgezeich- 


2) siehe BARNER-KUNLE [1]. 
3) Kubische Boschungslinien wurden kiirzlich betrachtet von J. Kramus [3]. 


320 | | W. Srrdner Mae 
net sind4), Alle drei Spielarten treten im iibrigen im Zusammenhang mit einem ge- 
wissen ebenen Verfolgungsproblem auf (vgl. W. WunpDERLIcH [6], insbes. Abschnitt 
13—15): Wahrend ein Zielpunkt Q gleichformig auf einer Geraden wandert, schligt 
der gleichfalls mit konstanter Geschwindigkeit laufende Verfolger P immer die zum 
Peilstrahl P Q normale Richtung ein; trigt man senkrecht iiber dem Standort von P 
jeweils eine zur abgelaufenen Zeit proportionale Strecke auf, so erhalt man als Dia- 
grammkurve gerade eine der hier untersuchten Béschungslinien, und zwar den Typ 
1, 2 oder 3, je nachdem die Geschwindigkeit des Verfolgers gréBer, kleiner oder gleich 
jener des Ziels ist (elliptischer, hyperbolischer bzw. parabolischer ,,Querlaufer‘). Die 
Hauptnormaleneigenschaft der Diagrammlinien wurde dabei jedoch nicht bemerkt. 
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